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Vorwort aus dem Jahr 2016

Nachdem an vielen Universitdten Mathematik-Vorkurse fiir Studienanfinger der Physik bereits
existierten, wurde auch an der Physikalisch-Astronomischen Fakultiat der Friedrich-Schiller-
Universitit Jena ein solcher Kurs mit dem Wintersemester 1997/98 eingerichtet. Mit ihm wur-
den anfanglich zwei Ziele verfolgt: der Ausgleich der unterschiedlichen Voraussetzungen, mit
denen Abiturienten zum Studium kommen und die Handhabung mathematischer Techniken,
wie sie vom ersten Tag des Physikstudiums an unerldf3lich sind.

Binnen weniger Jahre wurde der Vorkurs auf Wunsch der Studenten als Vorlesung "Mathe-
matische Methoden der Physik” weitergefithrt. Wenig spiter kamen zu dieser einsemestri-
gen Vorlesung auch Ubungen hinzu. Mittlerweile ist die Veranstaltung ein priifungsrelevan-
tes Pflichtmodul. Thr Inhalt, die gewo6hnlichen Differentialgleichungen und die Vektoranalysis,
wird maldgeblich dadurch bestimmt, dass die Theoretische Physik nun bereits im zweiten Se-
mester beginnt.

Ebenfalls auf Wunsch der Studenten werden, nicht verpflichtend, die "Mathematischen Me-
thoden” mit wechselnden Inhalten um ein oder zwei weitere Semester verlangert.

Anstelle eines ausfiihrlichen Vorwortes verweise ich auf meinen Aufsatz

Wie gut bereitet der Mathematikunterricht auf ein Studium der Physik vor?,
Praxis der Naturwissenschaften/Physik 55(2006)(5)8 — 17,

worin die Konzeption dieser Kurse ausfiihrlich erldutert wurde. Der Aufsatz ist diesem Skript
angefiigt. Von den dort gegebenen Begriindungen und Motivationen wiederhole ich hier nur
eine: Die "Mathematischen Methoden der Physik”, die man auch als "Rechenmethoden der
Physik” bezeichnen konnte, sollen und kénnen Lehrveranstaltungen, die professionelle Ma-
thematiker fiir Physikstudenten halten, nicht ersetzen. Sie konnen sie bestenfalls ergénzen.
Und so sehe ich sie als Fortsetzung einer Tradition der Zusammenarbeit von Mathematikern
und Physikern in der Ausbildung von Physikstudenten, die ich als Student erlebte und an der
ich in den 1980er Jahren als Assistent teilnahm.

Besagter Aufsatz enhalt auch eine Liste der mit dhnlichen Zielen verfassten deutschsprachi-
gen Literatur, die um das schone Buch meines Wiener Kollegen E Embacher zu ergénzen ist,
das erst nach der Verdffentlichung des Aufsatzes erschien:

EMBACHER, F: Mathematische Grundlagen fiir das Lehramtsstudium Physik,
Vieweg+Teubner, Wiesbaden 2008.

Trotz der Verfiigbarkeit zahlreicher einschligiger Lehrbiicher wurde der Wunsch der Studen-
ten nach einem Skript zum Vorkurs und den "Mathematischen Methoden” laut. Ich habe die-
sem Wunsch nur z6gernd nachgegeben, weil ein Skript die Gefahr birgt, dass man "was man
schwarz auf weil$ besitzt, getrost nach Hause tragen” kann und die Vorlesung nicht besuchen



muss. Diese findet aber im Horsaal statt, und das dort gesprochene, erklarende und erldutern-
de Wort sowie die auf Fragen der Studenten gegebenen Antworten sind durch kein Skript zu
ersetzen.

Zwischendurch haben Studenten selbst Zusammenfassungen von diesen Lehrveranstaltungen
verfasst und ihren jlingeren Kommilitonen weitergereicht. Diese Art der Auseinandersetzung
mit dem Stoff ist grundsatlich zu begriifSen.

Die vorliegende, von den Herren SIMON STUTZER, NILS BECKER und in jlingster Zeit vor allem
SEBASTIAN ULBRICHT besorgte Ausarbeitung ist die einzige, die ich durchgesehen habe und
hiermit autorisiere. Ich danke diesen jungen Kollegen fiir ihren grof3en Fleif3, ihre Sorgfalt
und die Hartnédckigkeit, mit der sie auf die Veroffentlichung des Skripts drangten, und hof-
fe, dass die Nutzer sinnvollen Gebrauch davon machen. Mein Dank gilt auch Frau DR. AGNES
SAMBALE, die das Skript in ihren Lehrveranstaltungen verwendet und auf wohl unvermeidbare
Druckfehler aufmerksam gemacht hat.

Studenten hoherer Semester haben die Ubungen zu den genannten Veranstaltungen abge-
halten. Ich habe diese Tétigkeit bereits bei verschiedenen Gelegenheiten als ein besonders
schones Beispiel dafiir hervorgehoben, wie Studenten unterschiedlicher Semester miteinan-
der und voneinander lernen.

Die in der Vorlesung und nun auch im Skript dargebotenen Inhalte sind klassischer Stoff, der in
ungezahlten Lehrbiichern dargestellt wurde. Gleichwohl muss ihm ein jeder, der ihn vortragt,
seine eigene didaktische Note aufprégen, angefangen von der Konzeption iiber die Auswahl
von Beispielen bis hin zu einer konsequent einheitlichen Symbolik. Klassiker unter diesen Lehr-
biichern sind:

BECKER, R. : Vorstufe zur theoretischen Physik
Springer-Verlag, N.Y., Berlin, Gottingen, Heidelberg 1950

Joos, G., RICHTER E.W. : Hohere Mathematik fiir den Praktiker
J.-A.-Barth-Verlag, Leipzig, 1968 (11. Auflage)

Ich habe immer wieder, besonders auch bei der Auswahl von Ubungsaufgaben, auf die in der
nachfolgenden Liste aufgefiihrten Lehrwerke zuriickgegriffen ohne dass dies an einzelnen Stel-
len des Skripts kenntlich gemacht wurde.

Boas, M.L. : Mathematical Methods in the Physical Sciences
John Wiley & Sons, Inc., 2006

HASSANI, S. : Mathematical Methods for Students of Physics and Related Fields
Springer-Verlag, N.Y., 2000

KUsSE, B.R., WESTWIG, E.A. : Mathematical Physics
Wiley-VCH-Verlag, Weinheim, 2006

LoOVRIC, M. : Vector Calculus
John Wiley & Sons, Inc., 2007
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MARSDEN, J., WEINSTEIN, A. : Calculus (3 Vols.)
Springer-Verlag, N.Y., Berlin, Heidelberg, Tokyo, 1985

MARTIN, B.R., SHAW, G. : Mathematics for Physicists
John Wiley & Sons, Inc., 2015

PROSPERETTI, A : Advanced Mathematics for Applications
Camebridge University Press, Cambridge, 2011

RILEY, K. E, HOBSON, M.P, BENCE, S.J. : Mathematical Methods for Physics and Engineering
Cambridge University Press, Cambridge, 2006

SIMMONS, G.E : Calculus with Analytic Geometry
McGraw-Hill Companies, Inc., 1996

WHELAN, C.T. : A First Course in Mathematical Physics
Wiley-VCH-Verlag, Weinheim, 2016

WILLERS, FA. : Elementarmathematik — Ein Vorkurs zur Hoheren Mathematik (12. Aufl.)
Verl. Theodor Steinkopff Dresden, Leipzig, 1965

Keines dieser Werke liegt meiner Lehrveranstaltung ganz zugrunde, alle zusammen sind sie
jedoch eine reiche Quelle der Inspiration und bestimmend fiir das Anspruchsniveau der "Ma-
thematischen Methoden der Physik”.

Karl-Heinz Lotze
Jena im August 2016







1. Die Exponentialfunktion

In diesem Kapitel behandeln wir die Exponentialfunktion. Diese spielt in der Physik und in
anderen Naturwissenschaften eine gro3e Rolle. So liegt sie beispielsweise den Berechnungen
von Wachstum und Zerfall sowohl bei der Radioaktivitit als auch in der Populationsdynamik
zugrunde.

1.1. Definition und Eigenschaften

Physikalisches Einfiihrungsbeispiel Als erstes Beispiel beschreiben wir den Durchgang von
Licht durch eine (dicke) Glasplatte. Dazu betrachten wir zunéchst eine diinne Glasplatte und
miissen definieren, was wir mit ,diinn“ {iberhaupt meinen.

Sei I, die Intensitit des auftreffenden Lichtes.
Wir bezeichnen das Produkt p - I, als absorbier-
ten Anteil. Darin ist 0 < p < 1, und der Buch-

Iy stabe p soll den prozentualen Anteil zum Aus-
ruck bringen. Die Erfahrung lehrt uns, da
druck bring i fahrung leh daB
G #yw—, %%  d — in Abhéngigkeit von der Glassorte — fiir be-
stimmte, nicht zu grolse Dicken d
[1:(1_]))]0 p:ad
gilt.

Darin ist a eine Materialkonstante mit der Dimension einer reziproken Linge. Solange die-
se Proportionalitdt zwischen dem Anteil absorbierten Lichtes und der Plattendicke besteht,
wollen wir sagen, dal} eine Platte diinn sei.

Der durchgelassene Anteil des Lichtes errechnet sich somit zu

IL=(0-p)Ip.
]0
// — - Fiir zwei diinne Glasplatten ist die durchgelas-
S A 4 §_d sene Intensitat
L=0—-pi |
Y 0 2
S// ., 7, //g IL=1-p) .
L= (1-plh
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Wir wollen dies nun verallgemeinern. Da-
zu zerlegen wir — wenigstens in Gedanken
l Iy — eine dicke Platte in diinne Schichten glei-
cher Dicke d. Bis zur Stelle x hat das Licht 5

_\lr_ T Schichten durchlaufen. Der durchgelassene
_d Anteil ist dann

N I —" -
e ——
g// P —
e — —
D S// A

g
¢
¢
¢
P ———
3 LT was man durch vollstindige Induktion zei-

I(x)=1—p)/? Iy =1 —p)**/P -1,

gen kann (Ubungsaufgabe).
Da die Intensitét ,,zerfallt“, schreiben wir da-

fir

8«

1) = [(1—p) ] 1.

Im Grenzfall ,unendlich diinner” Schichten ist mit d — 0 auch p — 0, und wir erhalten

1= lim(1 - o] g,

Wir bestimmen den Grenzwert lim,,_,,(1— p)~ /P mit Hilfe einer Taschenrechner-Kalkulation:

p 0,1 0,01 0,001  0,0001 0,00001
(1—p) /P | 2,86797 2,73199 271964 2,71841 2,71829

10
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Mathematisches Einfithrungsbeispiel Wir betrachten die allgemeine Exponentialfunktion
y=f(x)=a* mita>1.
Zu Beginn stellen wir die Frage, ob es ei-
ne spezielle Basis a, gibt, soda® die Wachs-
tumsrate von y = a;) fiir beliebige x gleich
y ap ist. Die Wachstumsrate gibt an, wie grof3

der Zuwachs von y beim Fortschreiten von
x nach x+e¢, bezogen auf die Schrittweite ¢,
R
a®te ist. Sie ist also das Verhaltnis :Q Wir lesen
PR
ab?
== +
RQ_ %"~ %%~ | .
PR (x+¢e)—x € 0
T
at—1
0 ~1
€
PQ: Sekante, qQprlte
Hypothenuse im rechtwink- ag~(1+ 8)1/ £,
ligen APRQ

“Das Ausrufezeichen (!) werden wir immer dann be-
nutzen, wenn wir eine Forderung zum Ausdruck
bringen wollen.

Fiir die Wachstumsrate in einem Punkt P ist die Ndherung umso besser, je kleiner ¢ ist. Es ist
also
ap = lim(1+ e)Ve.
e
Mit dieser Basis a, ist die Wachstumsrate von q; in jedem Punkt x gleich dem Funktionswert
aj. Wieder berechnen wir den Grenzwert mit einer Taschenrechner-Kalkulation:

e | o1 0,01 0,001  0,0001 0,00001
(1+e)7F [ 2,59374 2,70481 2,71692 2,71814 2,71826

Resultat In beiden Beispielen sind wir auf den Grenzwert
lim(1 +¢)"% = lim(1 —¢)~V/¢
e—0 e—0
gestolen. Wir erkennen anhand der Tabellen, dal$ beim Fortschreiten zu immer kleineren

Werten von & immer mehr Ziffern nach dem Komma stabil bleiben — zuerst 7, dann 1, dann 8
usw. Wir nennen diesen Grenzwert die Eulersche Zahl e,

e= 111%(1 +¢)/f=2,7182818...
E—

Anmerkung Mit den Ersetzungen € = % bzw. € = —%, n ganz, ist auch

1\" 1\
lim <1+—> = lim (1——) =e.
n—»oQ n n—oQ n

Damit kénnen wir die Resultate der Beispiele wie folgt aufschreiben:

11
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* Beim Durchgang des Lichtes durch eine dicke Glasplatte ist die Intensitét I, in der Tiefe

x auf

I(X) = Ioe_ax

zuriickgegangen. Nach dem Durchgang durch die ganze Platte mit der Dicke D betrigt

sie nur noch I = Ie P,

* Die Exponentialfunktion y = a* mit der Basis ay = e, (y = e*), hat die Eigenschaft, daf3
ihre Wachstumsrate in jedem Punkt x wieder e* ist.

Anmerkung Die in diesem Kapitel bevorzugt diskutierte Funktion y = e*, die in Physiker-
kreisen oft als ,,Exponentialfunktion schlechthin“ angesehen wird, stellt keinen Ausschluf$ von
Funktionen y = a* mit anderen Basen als a, = e dar, denn wir kénnen

at = (elna)x — ex~lna

schreiben.

Anmerkung Der Begriff ,Wachstumsrate® hat eine geometrische Entsprechung, namlich:

tanp = —

1.2. Wachstum und Zerfall

Wir betrachten nun die Funktion

mit A = const und

y=A-e

Als ,Wachstumsrate® in einem Punkt bezeich-
nen wir den durch die Ableitung der Funktion
in diesem Punkt gegebenen Anstieg der Tangen-
te an den Funktionsgraphen.

Fazit: Durch die Fragestellung des mathema-
tischen Einfiihrungsbeispiels haben wir gera-
de die Funktion unter den Exponentialfunktio-
nen konstruiert, deren Funktionswert in jedem
Punkt gleich ihrer eigenen Ableitung ist. Fiir
y =e" istalso y’ = e* oder

d

X X
—e
dx

=e .

In dieser Eigenschaft liegt die Bedeutung von e
als Basis einer Exponentialfunktion.

> 0 exponentielles Wachstum
¢ = const

< 0 exponentieller Zerfall .

Die Ableitung ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel zu

y'=A-c-e*=c-y.

12
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Dies ist eine Differentialgleichung, da aufRer der Funktion y auch deren Ableitung y’ vorkommt.
Bei der Losung der Gleichung miissen wir uns also die Frage stellen: Welche Funktion y = f(x)
reproduziert sich bei einmaliger Ableitung bis auf eine Konstante? Es ist die Exponentialfunk-
tion, die wir ja gerade so konstruiert haben, daf$ sie diese Eigenschaft hat.

Anders ausgedriickt: Immer dann, wenn die Wachstums(Zerfalls-)rate einer Grofde propor-
tional zu dieser Grolde selbst ist, ist das Wachstum (der Zerfall) exponentiell. Dieser Zusammen-
hang kommt in der Natur haufig vor, so z.B. bei unserem Einfiihrungsbeispiel. Es war I’ = —al.
Somit kann nach Durchlauf einer bestimmten Anzahl von Schichten die nichste Schicht nur
noch den Teil der Intensitét absorbieren, der noch vorhanden ist.

Ein Charakteristikum des exponentiellen Wachstums (Zerfalls) ist die sogenannte Verdopp-
lungs- bzw. Halbwertszeit. Wir nutzen nun also t als neue Variable an Stelle von x. Das Ergebnis
lalst sich aber direkt auf eine Halbwertstiefe, etwa im Fall der dicken Glasplatte, iibertragen.
Es ist dies dann die Tiefe, in der die Anfangsintensitét auf die Hélfte gesunken ist.

Wachstum: y = Ae‘’, ¢ >0 Zerfall: y =Ae™', ¢ >0
Verdopplungszeit T(y): Halbwertszeit T(y/5):
! 11
¥ (to+ Tz)) = 2y(t0) ¥ (to+Tayz) = Ey(tO)
Ae(t0¥T2) = 2gecto Ae—c(to+Tayn) — lAe—ctO
T = 2 2
—T(12) = 1
CT(Z) =1In2 € =5
_1 1
T(z)—zlnz —CT(l/Z)Ih’lE:—lHZ

1
T(1/2) = ; In2

Obwohl beide Ergebnisse gleich aussehen, ist zu beachten, daf3 es sich einmal um Wachstum
und einmal um Zerfall handelt, was durch das Vorzeichen im Exponenten der e-Funktion zum
Ausdruck kommt. Mit der Variablen t (Zeit) hat die Konstante ¢ die Dimension einer reziproken
Zeit, mit der Variablen x (Lange) die einer reziproken Lange. In jedem Fall muf3 der Exponent
der Exponentialfunktion die Dimension 1 haben oder, wie man auch sagt, dimensionslos sein.

Wir wollen nun die Differentialgleichung y’ = cy fiir weitere Anwendungen auf die Form
y'=cy+d, d=const

verallgemeinern. Ist beispielsweise ¢ < 0 und d = const > 0, beschreibt diese Differentialglei-
chung einen Zerfall mit konstanter Zufuhr. Die Konstruktion der Losung gelingt uns, indem
wir die Differentialgleichung auf die Form y’ = cy zuriickfiihren.

=e(5+5)
y'=cly+-
C

* 2. Schritt: Wir fiigen nun auf der linken Seite eine geeignete Konstante hinzu. Dies ist
erlaubt, da die Ableitung einer Konstanten ohnehin Null ist. Diese Konstante ist hier

natiirlich %,
d\’ d
(o dY —e(v+4).
c c

e 1. Schritt:

13
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d
* 3. Schritt: Setzen wir y + — = g, erhalten wir die Gleichung
- c

mit der bekannten Losung

¢ Resultat:

* Probe: Einsetzen der Losung in die urspriingliche Differentialgleichung ergibt mit
/ cx
y' =Ace

L.H.S.: Ace™

RHS.: ¢ (Aecx — %) +d =Ace™ } Ubereinstimmung.

1.3. Zusatzlicher Inhalt: Hyperbelfunktionen
In diesem Abschnitt betrachten wir Hyperbelfunktionen. Diese sind niitzliche Kombinationen
aus Exponentialfunktionen mit Eigenschaften, die denen der trigonometrischen oder Kreis-

Funktionen verwandt sind. Die Namen dieser Funktionen werden in den Kapiteln iiber kom-
plexe Zahlen und Kegelschnitte verstandlich werden.

Definitionen
. 1, . . .
sinh x = > (e —e ) sinus hyperbolicus

1
coshx = 5 (e*+e™™) cosinus hyperbolicus

Eigenschaften Aus den Definitionen konnen sofort einige Eigenschaften dieser Funktionen
abgelesen werden:

cosh(—x) =coshx, gerade Funktion

cosh(0) =1;
sinh(—x) = —sinhx, ungerade Funktion
sinh(0) =0
und
x—oo 1 x—oo 1

coshx —— Eex, sinhx —— Eex.

Diese Eigenschaften wollen wir nun nutzen, um die Funktionsgraphen zu konstruieren.

Wir benutzen kiinftig die Abkiirzung L.H.S (left-hand side) und R.H.S. (right-hand side) fiir die linke bzw. rechte
Seite einer Gleichung.

14
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Die cosh-Funktion hat eine besonders an-
schauliche physikalische Bedeutung. Sie be-
antwortet die Frage: Welche Gestalt hat ein
homogenes Seil gegebener Liange, dessen
Schwerpunkt moglichst tief liegt?

cosh

€ = Weitere Hyperbelfunktionen sind in Analo-
- & gie zu den trigonometrischen Funktionen
definiert,

sinh x cosh x
i tanhx = , cothx =— .
sinhz cosh x sinh x

Dem ,trigonometrischen Pythagoras“ am Einheitskreis, cos?x +sin®x =1, entspricht die Re-

lation
cosh? x —sinh?x = 7 (24 24+.727) = (2= 247) = 1.

(Beachte den Vorzeichenunterschied!)

15






2. Komplexe Zahlen

In diesem Kapitel werden wir die fiir die Physik so wichtigen komplexen Zahlen kennenlernen.
Sie finden ihre Anwendung z.B. bei Schwingungsvorgingen, bei der Bewegung auf einem
Kreis, in der Elektrotechnik und vor allem in der Quantentheorie.

2.1. Definition und Rechenregeln

Wir betrachten die quadratische Gleichung
22—2z4+2=0

mit der Variablen z und bringen diese mit Hilfe der binomischen Formel in die Gestalt
(z—1)*=-1.

Es wird also eine Zahl gesucht, deren Quadrat negativ ist. Unter den uns bisher bekannten
reellen Zahlen gibt es eine solche Zahl nicht. Rein formal kénnen wir die Lésung in der Form

Z]_:].+V—1, 22:1—V—1

aufschreiben, wobei im Ramen der reellen Zahlen nicht erklart ist, was v/—1 bedeutet.
Definieren wir nun durch i2 = —1 eine imagindre Einheit i, nimmt unsere formale Lésung
die Gestalt
z21=1+1, 25=1—1

an. Durch diese Definition haben wir den Bereich der reellen Zahlen verlassen und ein Vielfa-
ches der reellen Einheit 1 mit einem Vielfachen der imagindren Einheit i zu einer komplexen
Zahl zusammengesetzt:

z21=1-141-i, z,=1-1+(=1)-i.

Komplexe Zahlen konnen also als Paare zweier reeller Zahlen, in unserem Fall (1,1) und
(1,—1) aufgefaBt werden. Losgeldst von unserem Beispiel schreiben wir allgemein

z2=x+1iy

und nennt dies die Standard-Darstellung der komplexen Zahlen. Darin heil3t

x =Regz Realteil von g,

und y =Img Imagindrteil von z.

Der Imaginérteil ist also auch eine reelle Zahl. Ist x = 0, hei3t z (rein) imaginir; mit y = 0 ist
z eine reelle Zahl.
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Beispiele Die nachfolgenden Ausdriicke sollen in die Standard-Darstellung gebracht werden.

a) 3=i-i2=—i; Re(i®)=0, Im(3®)=-1

b) t=<-
1

i 1 A

f::,;:—i; Re(}) =0, mm(})=-1

¢) allgemein gilt fiirn =0,+1,%2,...

l-4n+3 — i

l-4r1 — 1’ i4n+1 — l-4n+2 =—1 i.

L,

)

Die Losungen z; und 2z, aus dem Einfiihrungsbeispiel haben eine weitere Eigenschaft: Es ent-
steht z, aus z;, indem wir i durch —i ersetzen (und umgekehrt). Allgemein heil3en komplexe
Zahlen z = x +iy und Z = x — iy zueinander konjugiert komplex. ! Damit erhalten wir die
niitzlichen Formeln

1
Rez = E(Z +2)

1
Imz=—(z—2).
2i( )

Rechenregeln fiir z; = x;+iy; und 25 = x9+iy,. Unser Ziel ist es, fiir Summe und Differenz
sowie Produkt und Quotient zweier komplexer Zahlen die Standard-Darstellung zu finden.
Dabei lassen wir alle Rechenregeln fiir reelle Zahlen gelten, insbesondere auch das Distribu-
tivgesetz, setzen aber i? gleich —1, wo immer es vorkommt.

a) Gleichheit zweier komplexer Zahlen: z; = 2,, wenn x; = x5 und y; = ys.

Es ist nicht moglich zu entscheiden, welche komplexe Zahl die grof3ere oder die kleinere
Zahl ist.

b) Addition: z; + 29 = (x1 + Xx9) +i(y1 + y2)
¢) Subtraktion: z; — 25 = (x1—x9) +i(y; —¥5)

Es gilt also die Regel:

Wir addieren (subtrahieren) zwei komplexe Zahlen, indem wir jeweils die Real-
und Imaginérteile fiir sich addieren (subtrahieren).

Das Rechnen mit komplexen Zahlen erinnert hier an die Vektorrechnung in der Ebene,
wenn man als ,Basis“ 1 und i verwendet und beachtet, da i?> = —1 ist.

d) Multiplikation:
2129 = (%1 +1iy1)(x3 +1iYy3)
= (x1x3 = y1Y2) +i(x1y2 + X3)1)

Insbesondere ist 2z = (x +iy)(x —iy) = x? + y? > 0 reell, aber 22 = (x2 — y2) + 2ixy
komplex.

'In der Literatur wird die zu z konjugiert komplexe Zahl oft auch mit z* bezeichnet.
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e) Division:

e 1. Schritt: Zunachst berechnen wir den Kehrwert

1 1 x—1iy xX—1iy

z :x+iy :(x+iy)(x—iy):x2+y2'

(Idee: Erweitern mit der konjugiert-komplexen Zahl und dadurch ,Reellmachen
des Nenners“.)

. 1 x 1 y
Damit ist Re— = —— und Im— = ————.
2 x24y2 z x2 + y?

* 2. Schritt: Mit der gleichen Idee erhalten wir

% _ 1 22y  xX9Xo+Y1Y2 | .X2Y1—X1)Y2

5 2 2 2 2
29 Z9  Z9%9 x5+Yy; x5+ Y,

2.2. Die Gauf3sche Zahlenebene, Polarkoordinaten

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine weitere Darstellung fiir komplexe Zahlen zu finden. Zu die-
sem Zweck beginnen wir zunéchst mit einer graphischen Darstellung. Da komplexe Zahlen aus
zwei reellen Zahlen zusammengesetzt sind, liegt es nahe, diese als Koordinaten in einem kar-
tesischen Koordinatensystem aufzufassen. Die von diesem Koordinatensystem aufgespannte
Ebene nennt man Gauf3sche Zahlenebene. 2

Die Abzisse ist die ,,reelle Achse*, die Ordina-
te die ,,imagindre Achse®. Diese Bezeichnung
darf nicht dariiber hinwegtduschen, daf’ der
auf der Ordinate abgetragene Imaginérteil
eine reelle Zahl ist. Die Gaulssche Zahlene-
bene ist also eine reelle Ebene, in der kom-
plexe Zahlen als reelle Vektoren dargestellt
z=x+1y werden. Daraus ergibt sich unmittelbar:

A Imz

e Graphisch bedeutet der Ubergang zur
konjugiert-komplexen Zahl eine Spie-
Rez gelung an der reellen Achse.

Y

¢ Die Addition (Subtraktion) von zwei
komplexen Zahlen erfolgt nach der
Parallelogrammregel der Vektoradditi-
on (-subtraktion).

Fiir die Multiplikation (Division) komplexer Zahlen ist eine andere Darstellung anschaulicher.

2In der englischsprachigen Literatur liest man dafiir hiufig die Bezeichnung Argand-Diagramm.
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Wir beschreiben die Lage der komplexen Zahl

A Imz z in der GauRschen Zahlenebene durch

* die Ldnge r des ,Zeigers“, der die Posi-
tion der Zahl z mit dem Koordinatenur-
—————————— sprung, dem ,,Pol“, verbindet,

* den Winkel ¢, der von der ,Polarach-

se“ (hier identisch mit der reellen Ach-
- se) entgegen dem Uhrzeigersinn bis zum
0 g Zeiger gezahlt wird.

Rez

Das Koordinatenpaar (r, p) bezeichnen wir als Polarkoordinaten; sie sind nicht an komplexe
Zahlen gebunden. Speziell fiir komplexe Zahlen ist jedoch

r=|z] der Betrag der komplexen Zahl,

@ =argz das Argument der komplexen Zahl.

2

Die geometrische Bedeutung von 2z finden wir wie folgt: Wir lesen r2 = x2+y?2 ab und wissen

bereits, daR 2z = x2 + y? ist. Also ist

2z =r2.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist also r = +/2%.
Die Gleichheit zweier komplexer Zahlen ist gegeben, wenn
|21l =1l25] und ¢;—¢y=27n, n ganz.

Das Argument ist also nicht eindeutig, da ¢ und ¢ + 27tn auf den gleichen Zeiger in der Gauf3-
schen Zahlenebene fiihren. Der Winkel ¢ aus dem Intervall 0 < ¢ < 27 heifldt Hauptwert des
Arguments.

Zusammenhang mit der Standard-Darstellung Wir lesen aus der Abbildung

X =rcosy

} tan =7
y=rsingp x

ab und kommen somit auf die Darstellung

z=r(cosp +isiny) |,

die wir Polar-Darstellung einer komplexen Zahl nennen.
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Beispiele

a) z=1
Dafiir ist r = +/2%2 = 1 und (wie aus der Anschauung zu erwarten)

x=0=cosg0} _ T
y=1=singp 2"

b) Wegen |z| = r mul? | cos ¢ + isin¢| =1 sein. Tatsdchlich ist

|cosp +isinp|= \/(cosap+isincp)(coscp—isin<p)=\/cosztp+sin2cp:1.

Anmerkung Wir hitten die komplexen Zahlen auch so einfiihren kénnen:

Die Entstehung der Zahlengeraden konnen wir uns so vorstellen, daf$ der Zahlenstrahl, auf
dem die positiven Zahlen abgetragen werden, um 180° gedreht wird. Um zu den komplexen
Zahlen zu gelangen, hétten wir nach der Bedeutung beliebiger Drehwinkel fragen konnen.

Wir betrachten nun die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in Polar-Darstellung:

2129 = I'115(cos ¢ +isin ¢;)(cos g, +ising,)
= 15[ (cos p; cos p, — sin gy sin ,) + i(sin ¢ cos @, + cos 1 sin ;)]
= rira[cos(py + o) +isin(p; + ¢o)].

Dabei haben wir im letzten Schritt von den Additionstheoremen
sin(fa+ f)=sinacosP £cosasinff und cos(a=+f)=cosacosf Fsinasinf

fiir die sin- und die cos-Funktion Gebrauch gemacht. ® Das Produkt 2,2, ist wieder eine kom-
plexe Zahl mit der Polardarstellung r(cos ¢ + isin ). Der Vergleich ergibt

r=riry, @=¢1+@,y.

Entsprechend ergibt sich fiir die Division A (Ubungsaufgabe)
EP)

"
r=—, ¢=¢1—9¢a.
)

Damit kénnen wir folgenden Merksatz formulieren:

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert (dividiert), indem man ihre Betrédge multi-
pliziert (dividiert) und ihre Argumente addiert (subtrahiert).

2.3. Die Formeln von Euler und Moivre
Wir kniipfen an die Polardarstellung einer komplexen Zahl an und betrachten die Funktion

flp)=cosp+ising,

3Diese Additionstheoreme werden in dem Kapitel {iber Vektorrechnung hergeleitet.
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indem wir nun das Argument ¢ als Variable auffassen. Thre Ableitung ist
ooy 9f . . : .
fllp)= 4, = sinw +icosyp =i(cosy +isiny),
12

also
fle)=if(¢).

Dies ist eine Differentialgleichung. Anstelle der Anwendung einer allgemeinen Losungstheorie,
die wir hier ohnehin noch nicht zur Verfiigung haben, stellen wir eine einfache Frage, die den
Inhalt dieser Differentialgleichung zum Ausdruck bringt: Welche Funktion reproduziert sich
bei einmaliger Ableitung bis auf einen konstanten Faktor (der hier die imaginére Einheit ist)?
Diese Eigenschaft fiihrt direkt auf die Exponentialfunktion (siehe Kapitel 1). Wir machen also
den Ansatz

f(p)=ke?,
denn es ist .
f'p) =ike'? =if ().
Nun ist noch die Konstante k zu bestimmen. Hierfiir geniigt ein spezieller Wert von ¢, da die
Konstante fiir alle Winkel ¢ gleich ist. Speziell gilt fiir ¢ = 0 in der betrachteten Funktion
f(0)=1 und im Ansatz f(0) =k, also k = 1.
Wir erhalten als Resultat die Eulersche Formel

cosp +ising =e'? |.

Anmerkung An dieser Stelle haben wir ganz formal gerechnet, ohne vorher zu wissen, was
das Symbol e'¥ eigentlich bedeutet. e'¥ erhilt durch die Eulersche Formel erst seine Bedeu-
tung. Ein anderer Zugang zur Eulerschen Formel ist die Reihenentwicklung, (siehe Kapitel
7).

Insbesondere ist die Exponentialfunktion mit einem rein imagindren Argument periodisch, mit
einem reellen bekanntlich nicht. Es ist

]ei“’}zl.

Wir haben somit eine dritte Darstellung komplexer Zahlen, die aus der Polardarstellung her-
vorgeht, die Exponential-Darstellung:

z=re"¥ |.
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Beispiele

a) z=1
m
Esistr=1, ¢ = 2 Also ist die Exponentialdarstellung der imaginéren Einheit

..-
(NE]

b)) z=-1
Esistr =1, ¢ =, also . _
—1=¢'" oder e"+1=0.

¢) Fiir z = ceP™4 = ceP(cosq +isinq) ist
Rez =ceP cosq, Imz =ce’sing
|z| =r =|cleP, argz=q.

Wir fragen nun, wie man eine komplexe Zahl in die n-te Potenz erhebt. Da der Betrag einer
komplexen Zahl reell ist, reicht es offenbar aus, (cos ¢ + isin ¢)" zu untersuchen.

* 1. Schritt: Wir beginnen mit n =0,1,2,... und ersetzen in der Eulerschen Formel ¢
durch ne:

cos(np) +isin(ny) = e? = (e!¥)" = (cos ¢ +isin ).

* 2. Schritt: Die Erweiterung auf negative Exponenten ergibt mitn =0,1,2,...

(cos +isin )" = 1 (cosp —ising)" _ (cosp —ising)"
(cosp +ising) (cosp —ising)®  (cos® p + sin? )"
N———
=1
= [cos(—¢) +isin(—¢)]" = cos(—ny) + isin(—nyp).

Dabei haben wir benutzt, daf® die cos-Funktion eine gerade und die sin-Funktion eine
ungerade Funktion ist.

3. Schritt: Positive und negative Exponenten zusammenfassend erhalten wir als
Resultat die Moivresche Formel

(cosp +isinp)" =cos(ny)+isin(ny)|, n=0,£1,£2, ....

Beispiel Wir berechnen (—1 +i)7%.
Es seiz =—1+i. Dann ist r = vzz = v/2 und

Rez=x=—1=rcoscp} cosapz—%ﬁ 37

Imz=y=+1=rsing) sinp=3v2 ’ e

Damit wird

-8 .
(-1+i) 8= (ﬁe%m) = ie_(’m = % (reell).
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2.4. Radizieren komplexer Zahlen, Kreisteilung

Unser Ziel ist die Berechnung von z = V r(cosp +isine).
Wir schreiben

’(/r(cos ¢ +ising)=s(cosT +isind),
denn das Ergebnis ist im allgemeinen eine (noch unbekannte) komplexe Zahl.
Hilfe der Moivreschen Formel

r(cosp +isinp) =s"(cos? +isind)"
= s"[cos(n®) + isin(n?)].

Ein Vergleich zeigt fiir den Betrag s = 4/r und fiir Real- und Imaginarteil

cos p = cos(nt)

sin p = sin(m?)} nt=¢+2n-k, (kganz)

k
0=24or =,
n n

Das sind n verschiedene Werte fiir k =0,1,2,...,(n—1). Das Resultat ist also

Damit wird mit

21k 21k
Z = '{/r(cosap+isingp)= W[cos (£+L>+isin(£+i
n n n n

)

Das entspricht graphisch n Punkten auf einem Kreis vom Radius 4y/7. Oder anders gesagt: Die
Zeiger der Losungen (,,Wurzeln“) z;, bestimmen die Eckpunkte eines regelméf3igen n-Ecks, das

in diesen Kreis einbeschrieben ist.

Beispiele
a) v—1
Esistr=1, o =mundn=2,k=0,1. AT
Damit wird e

V=1 =cos (%+nk) +isin<g+ﬂ:k) .

’L"
_]_(
k=0: v—lzcosE+isinE=i
2 2 A

3n 3n
k=1: \/—1=c057+isin7=—i

I > Rez
—1
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b) vi
Esistr=1,¢o=nundn=2,k=0,1.
Damit wird

Almz
ﬁ\ I+
V2
; T ... T
k=0: ﬁzcosz+lsmz — /1 > Rez
1 .

5 5
k=1: ﬁzcos—n+isin—n
4 4

Vi =cos <%+nk> +isin<%+nk> .

=—%«/§(1+i)

o V1

Esistr =1, 9 =0und n, k=0,1,...,(n—1). Damit sind die n-ten Einheitswurzeln

n 21k 21k
V1= cos <L> +isin <i> :
n n
Sie haben folgende Eigenschaften:

* Reelle Losungen:

k=0: 29 =1 } n ungerade: eine reelle Losung
k=3 n gerade: zwei reelle Losungen

, ngerade: z,,=—1

* Komplexe Losungen:
n
Es sei j < 5 ganz. Dann ist

2nj .. 2mj
Zj = Cos —— +isin—-
n n

und

2n(n—j 2n(n—j
0s (n=J) +isin ( ]), (Additionstheoreme)
n n

Zn—j =cC

2y . 2mj
= Cc0S 27T c0S —— + sin 27T sin ——
- n ‘-v-’_o n

. . 2mj . 2]
+1i| sin2mcos —— cos27 sin ——
n \rl—’ n

¢ Resultat:
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2.5. Funktionen von komplexen Argumenten

Wir betrachten weitere Funktionen mit komplexen (oder rein imaginidren) Argumenten und
legen dabei besonderen Wert auf die Diskussion der Logarithmus-Funktion.

Die Logarithmus-Funktion Fiir die Exponentialdarstellung der imaginaren Einheit haben
wir
i

[SE]

i=e
gefunden.
Daraus erhalten wir durch Anwendung der Um- Imz
. . . . .E
kehrfunktion nicht einfach Ini =i3. i n=2
Stets ist i = e'2 -1, und die Exponentialdarstellung A ¥
der reellen Zahl 1 ist
3T+
i .. on=1
1=e*" = cos(2mn) +isin(2wn), n ganz. Pl
Also ist Tl
. iZ  omni _ iZ4+2nni
i=e'2.e ™M =e'2 , on=0
was nichts weiter bedeutet, als die fiir die Darstel- Rez
lung von i belanglose Multiplikation von e'2 mit al
eins. Fir Ini erhalten wir aber verschiedene (rein n=—1
imaginédre) Zahlen T

Darstellung von Ini in der

T
Ini =i—+27ni .
S Fennt, nganz Gaufdschen Zahlenebene

Die Exponentialdarstellung der Zahl —1 war
—1=¢".

Dementsprechend ist
In(—1)=in+2xwni, nganz.

Hyperbel- und Kreisfunktionen Wir betrachten nochmals die Eulersche Formel und ihre
konjugiert-komplexe Form,

cosp +ising =e'?

cosp —isinp =e 'Y,
Durch Addition der beiden Formeln erhalten wir
1, . .
cosp = (e'? +e7'¥) = cosh(iy),

durch Subtraktion .
sinp = % (e —e™'?) = —isinh(ip).
i

Beide Ergebnisse erklaren, was die Funktionen cosh und sinh mit einem rein imaginédren Argu-
ment bedeuten sollen. Sie machen auch die Anlehnung an die Begriffe cos und sin plausibel,
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jedoch noch nicht den Zusatz ,hyperbolicus“. Aus dem ,trigonometrischen Pythagoras“ folgt
die schon bekannte Beziehung (siehe oben)

1 = cos? ¢ +sin? ¢ = cosh?(ip) + (—i)? sinh?(i¢) = cosh?(ip) —sinh?(iy).

Durch die Ersetzung ¢ — ip erhalten wir die Kreisfunktionen von rein imagindren Argumen-
ten:

cos(ip) = cosh(—¢) = cosh ¢
sin(iyp) = —isinh(—¢) =isinh .

Beispiel Wirlosen die Gleichung coshz = —1, die im Bereich der reellen Zahlen keine Lésung
hat. Wir erwarten daher rein imaginare Losungen.

%(ez+e_z) =-1
ef+eF=-2
ef+e?+2=0 |-¢*
e +1+2e*=0

(e +1)>=0

e =—1= e(2n+1)ﬂ:1

Ein Exponentenvergleich ergibt

z=(2n+1)mi, nganz.
2.6. Zusatzlicher Inhalt:
Beweis der Moivreschen Formel durch vollstandige Induktion

Die Methode der vollstdndigen Induktion, auch ,,Schluf von n auf (n + 1)“ genannt, ist ein
mathematisches Beweisverfahren, das auf folgendem Satz beruht:

Eine Aussage ist fiir jede natiirliche Zahl n richtig, wenn
a) sie fiir n = 1 richtig ist und

b) aus der Richtigkeit der Aussage fiir eine willkiirliche natiirliche Zahl n = k die
Richtigkeit fiir n = k + 1 folgt.

Wir wenden dieses Verfahren nun an, um die Moivresche Formel
(cos @ +isin )" = cos(ny) +isin(ny)
zu beweisen.

* 1. Schritt: Induktionsanfang
Wir stellen fest, daf die Moivresche Formel fiir n = 1 richtig ist.

e 2.Schritt: Induktionsvoraussetzung
Die Formel gelte fiir eine beliebige natiirliche Zahl n =k,

(cosp +isin go)k = cos(ky) +isin(ke).
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* 3. Schritt: Induktionsbehauptung
Die Formel gilt dann auch firn =k + 1,

(cosp +isin Lp)kJrl =cos[(k+ 1)p]+isin[(k+1)¢].

e 4, Schritt: Induktionsbeweis

(cos @ +isin @)™ = (cos ¢ +isin ) - (cos ¢ +isin p)
=[cos(ky) +isin(ky)]- (cosp +isiny) (nach Voraussetzung)
= [cos(ky)cos ¢ —sin(ky)sin ]
+ i[sin(k) cos ¢ + cos(ky)sin @]
=cos[(k+ 1)p]+isin[(k+1)¢] (Additionstheoreme) q.e.d.

Damit ist die Richtigkeit der Moivreschen Formel durch vollstindige Induktion bewiesen.
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3. Vektoralgebra: Skalarprodukt und
Vektorprodukt

3.1. Wiederholung: Vektoren

Wir geben zunéchst eine vorlaufige Definition des Begriffs , Vektor, die wir spéter in diesem
Kapitel ergdnzen und prazisieren werden. Dazu beginnen wir mit riumlichen Verschiebungen
oder Translationen.

Unter einer Translation wollen wir eine Bewegung des Raumes verstehen, bei der samtliche
Punkte gleich lange und gleich gerichtete Strecken zuriicklegen. Die Kenntnis einer beliebigen
dieser Strecken bestimmt die Translation vollstdndig. Der Ausgangspunkt der Strecke ist dabei
unwesentlich. Zur Beschreibung solcher Translationen fiihrt man den Begriff des Vektors ein.

Vektoren sind geometrische oder physikalische Grofen, die man durch Angabe eines
Betrages und einer Richtung festlegt und dadurch eindeutig den Translationen zuordnet.

Einige Beispiele sind der Verschiebungsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung, die Kraft,
auch die elektrische und magnetische Feldstirke und viele andere mehr.

Von besonderer Bedeutung ist der Ortsvektor. Dieser stellt eine gerichtete Strecke mit fest
gewdhltem Ausgangspunkt (Ursprung des Koordinatensystems) dar. Er charakterisiert so die
Lage seines Endpunktes. Der Ortsvektor ist also dem ,,Zeiger” vergleichbar, der als geometri-
sches Objekt geordnete Zahlenpaare (komplexe Zahlen) in der Gaul3schen Zahlenebene cha-
rakterisiert.

Jede Translation (jeder Vektor) kann eindeutig in Anteile nach drei beliebig vorgegebenen
(aber nicht in einer Ebene liegenden) Richtungen zerlegt werden.

Dazu wiéhlen wir ein rechtshdndiges Koordina-

AZ tensystem mit Basisvektoren i, f, k. @ Rechts-
héandigkeit ist durch die ,Korkenzieher“- oder
»,Rechtsschrauben-Regel“ erklart: Wenn der Kor-
kenzieher in der iiblichen Rechtsdrehung auf kiir-
k zestem Wege den Vektor i in den Vektor j iiber-
fiihrt, schiebt er sich in Richtung des Vektors k

>y vor. Von der Spitze des Vektors k aus gesehen er-
L folgt die Drehung i—j entgegen dem Uhrzeiger-

sinn.

9Fiir die Basisvektoren sind anstelle von i auch die Be-
X zeichnungen €, oder é, und entsprechend fiir j und k
€, oder €, bzw. €; oder €, in Gebrauch.
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Aus der Abbildung ist weiterhin abzulesen, daf}

Jeder Vektor ist als Produkt aus Betrag und
Einheitsvektor darstellbar. Es ist

d=a-¢.

Der Einheitsvektor é stimmt nach Richtung
und Richtungssinn mit d tiberein und hat
den Betrag 1.

Der Betrag a ist eine positive Malzahl, al-
so ein Skalar (numerischer Wert auf der
Zahlen-,Leiter”, der scala)

Spezielle Einheitsvektoren sind die Vektoren
i, j und k. Mit ihrer Hilfe 1403t sich jeder be-
liebige Vektor d gemaf

Ei=a1i+a2j+a3k

zerlegen. Die Faktoren a;, a,, as heilsen Ko-
ordinaten von @. Die Vektoren a;i, a,j und
a3_li bezeichnet man als Komponenten des
Vektors d. Der Sprachgebrauch ist jedoch
nicht einheitlich; so werden oft auch a,, a,,

as als Komponenten bezeichnet.

* a; =0 ist, falls der Vektor @ in der (x, y)-Ebene liegt,

* der Betrag (Linge, Norm) von d durch

a

gegeben ist,

> [ 2 2 2
ld| = /aj + a5 + a3

(,raumlicher Pythagoras®)

* der zu d gehorige Einheitsvektor ¢ durch Division dieses Vektors durch seinen Betrag

berechnet wird,

a_

e =

(Normierung von d).

al \ai+a5+a3

((11?"‘ azf + a?j{))
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K

3.2. Skalarprodukt

-

Anmerkung: Dal} die Basis-Einheitsvektoren i, f, k
ein rechtshindiges Dreibein aufspannen, wird gegentlich
durch die Rechte-Hand-Regel anstelle der Korkenzieher-
Regel beschrieben. Diese besagt in zwei verschiedenen
Formulierungen:

* Wenn der Zeigefinger der rechten Hand in die Rich-
tung des Vektors i zeigt und der Mittelfinger in
die Richtung von J, weist der Daumen in die Rich-
tung von k. (Eine zyklisch vertauschte Zuordnung
der drei Vektoren und der drei Finger der rechten
Hand bewahrt die Rechtshéndigkeit, sieche Vektor-
produkt.)

* Wenn sich die Finger der rechten Hand, ausgehend
vom Vektor i, zum Vektor j hin kriimmen, zeigt der
Daumen in die Richtung von k.

In diesem Abschnitt behandeln wir das Skalarprodukt. Es findet in der Physik beispielsweise
Anwendung bei der Berechnung der Arbeit.
Wir stellen zuerst die Frage: Wie wird der Winkel zwischen zwei Vektoren durch deren Kompo-

nenten ausgedriickt?

SH

oL

Aus der Abbildung lesen wir ab
¢=d—b.
Mit dem Kosinussatz der Trigonometrie,
c2=a®+b*>—2ab - CosY,

ergibt sich

|&—B|2=a2+b2—2ab~cosy

2ab-cosy=a2+b2—|a’—3|2.

Das ist explizit in Komponenten

2ab - cosy = (a% + ag + a§)+ (b% + b§ + bg)—(al —by)?—(ay —by)? — (a3 — b3)?

und nach maximal moéglicher Vereinfachung

ab-cosy =ayb; +ayby +ash; =d-b|.

Dieses Ergebnis nennen wir Skalarprodukt d - b.1
Das Skalarprodukt kann auch auf andere Weise gelesen werden:

1Beim Skalarprodukt wird der Punkt als Multiplikationssymbol oftmals weggelassen, falls dadurch keine MiRver-

stindnisse entstehen.
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a)

Qs

o | o

cosy =

In Worten: Das Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren ist der Cosinus des Winkels zwi-
schen ihnen.

b)

d-b= a(bcosy) = b(acosy)

In Worten: Das Skalarprodukt zweier
Vektoren ist das Produkt des Betrages
eines dieser Vektoren mit der Projekti-
on des anderen Vektors auf dessen Rich-
tung.

Eigenschaften des Skalarprodukts

* Das Skalarprodukt
— wird gebildet aus zwei Vektoren, ergibt selbst aber einen Skalar,
— ist kommutativ: - b= b - d,

—

— ist nicht assoziativ: (@b)¢ ist ein Vektor in Richtung von ¢, d(b¢) ist jedoch ein
Vektor in Richtung von d.

* Betrag eines Vektors: Fiir d = b, also y =0, wird
d-d=a’*>0

und damit

Q
Il
Al
Il
Qy
Qu

* Algebraischer Orthogonalitdtstest: Fiir d 1 b, also y =%, wird
@a-b=0.

* Die vielleicht wichtigste Eigenschaft des Skalarprodukts, ndmlich seine Invarianz gegen-
iiber Drehungen des Koordinatensystems, werden wir in einem separaten Abschnitt in
diesem Kapitel behandeln.
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Beispiele
a)
t J k Die Basisvektoren i, j, k sind paarwei-
7 1 0 0 se orthogonal und normiert
- (orthonormierte Basis)
J 0 1 0
i-j=i-k=j-k=0.

Multiplikationstabelle fiir das Skalarprodukt

Wir gelangen zuriick zur Komponentendarstellung
a-b= a; by +ayby +azbs,
wenn wir auf
i-b= (a1?+ ayj + a372) (byT+ byj + bsk)
das Distributivgesetz anwenden (,ausmultiplizieren®) und die Multiplikationstabelle be-

riicksichtigen.

b) Aus
d= ali + azj +a3k
erhalten wir durch skalare Multiplikation mit den Basisvektoren

- -

alzfi-i, azza'., agza'k.

In Worten: Die Komponenten eines Vektors sind die Projektionen des Vektors auf die
Koordinatenachsen. Damit haben wir die Darstellung

i=(a-i)i+@j)j+(a-k)k
mit den Koeffizienten

- 7 a;
a-it=a-cosa—cosa=—
a

- as . .-
-j=a-cosff—cosff =— Richtungscosiniis .
a

Ql

-

- as
d-k=a-cosy —cosy=—
a

/

In diesen drei Formeln sind a, 3, y die Winkel, die der Vektor @ mit den Koordinaten-
achsen einschlie3t. Zwischen ihnen besteht der Zusammenhang
2, .2, 2
ai+as+a
cos? a + cos? B + cos? y = ;23 =
a
¢) Ubungsbeispiel: Es sei @ = a;i + a,] ein Vektor in der (x, y)-Ebene. Wir suchen einen
Einheitsvektor 7i in dieser Ebene, der zu d orthogonal ist. Der Ansatz

ﬁ:n1i+n2j
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bringt zum Ausdruck, dass 7 in der (x, y)-Ebene liegen soll. Der Vektor # soll ein Ein-
heitsvektor sein, also

> > 9 2 !
n-n=nj+n;=1,
und er soll zu @ orthogonal sein, also

S o !
n-d=npa; +nya, =0.

Beide Bedingungen stellen ein Gleichungssystem fiir n; und n, dar. Die beiden Losungen
fiir den gesuchten Vektor sind demnach

> asi—a;j
n=F———=.
2

2
Cl1 +Cl2

3.3. Vektorprodukt

Das Vektorprodukt findet in der Physik Anwendung z.B. bei Drehbewegungen. Es kommt in
den Begriffen ,Drehmoment“ und , Drehimpuls® vor.

Wir wollen in einem ersten Beispiel die Frage stellen: Wie grof3 ist die Bahngeschwindig-
keit eines Punktes P der Erdoberflache infolge der Drehung der Erde um ihre eigene Achse?

e Wir beschreiben den Punkt P durch seinen
w Ortsvektor 7, der ihn mit dem Erdmittel-
punkt verbindet.

* Wir beschreiben die Erddrehung durch den
Vektor der Winkelgeschwindigkeit ¢3:

Breitenkreis

2
Betrag w: Winkelgeschwindigkeit « = TTE

Richtung: Drehachse (Erdachse); von der
,Spitze“ von ¢ aus betrachtet, erfolgt die
Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn.

* Winkel (,,Poldistanz*)

<(F,8)="1
= (90° — geographische Breite),

* P bewegt sich auf einem Breitenkreis mit dem Radius p. Die Kreisbahngeschwindigkeit
istv=p - w.

* Der Zusammenhang von p und r = || ist

p =r-sint.

¢ Resultat:
yv=rw-sint.
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Da v der Betrag des Vektors ¥ ist, haben wir einen wesentlichen Unterschied zum Skalar-
produkt. Wir schreiben v = ¢ x 7* und definieren in Ubereinstimmung mit dem Beispiel das
Vektorprodukt 2 ¢ = @ x b wie folgt:

Betrag:

c:‘&x5’=ab~sinﬂ mit 1‘/‘:<):(Ei,73).
Richtung:
e¢ld, ¢Lb

* Korkenzieherregel“: Uberfiihrt man den ersten Faktor d@ mit einer Rechtsschraube auf
kiirgestem Weg in den zweiten Faktor b, so ist die Richtung, in die sich ein Korkenzieher
vorschieben wiirde, die Richtung von ¢. 3

Eigenschaften des Vektorprodukts

* Das Vektorprodukt ist
— selbst wieder ein Vektor (im Gegensatz zum Skalarprodukt),
— nicht kommutativ, denn: Bei Vertauschung der Faktoren und Beibehaltung der Kor-
kenzieherregel dndert der Produktvektor seinen Richtungssinn um 180°,
dxb=—bxd.
Insbesondere ist @ x d@ = 0.

* Geometrische Interpretation des Betrages:

— Flécheninhalt des von @ und b aufge-
spannten Parallelogramms.
(Hier offensichtlich: Wenn d = B, ist
|d x d| =0.)

— Produkt aus dem Betrag eines Vektors
und der Komponente des anderen, die
auf diesem senkrecht steht.

=0.

S

Parallelitit: @11 b, sodal 9 =0 3 x
Antiparallelitat: d T| B, sodaR 0 =

2Das Vektorprodukt wird oft auch als Kreuzprodukt bezeichnet.

3Die oben eingefiihrte Rechte-Hand-Regel ist direkt auf das Vektorprodukt iibertragbar, da in dem Produkt (d x
_l;) nicht vorausgesetzt wird, dal} die Faktoren d und b einen rechten Winkel einschlieen, wie das bei den
Basisvektoren aber der Fall ist.
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Beispiel Basisvektoren i, J, k

k
o zweiter Faktor
T }
5 2 g g ]
= B :
==k 0 7 v
2kl ] - 0

Multiplikationstabelle fiir das Vektorprodukt

auseinander hervor.
Wie das folgende Beispiel zeigt, ist das Vektorprodukt nicht assoziativ:

(ix]
i

[ X
1X

X
Nun wollen wir den Produktvektor ¢ durch die Komponenten der Faktoren darstellen. Dazu
wenden wir auf

/\"‘l

¢ = (@i +ay]+ask) x (byi+byj + bsk)

das Distributivgesetz an (,,Ausmultiplizieren), was natiirlich nachtraglich noch gerechtfertigt
werden muss, berticksichtigen die Multiplikationstabelle und erhalten als Resultat

¢ = (aybs —asbz)f'i‘ (asb; _a1b3)7+ (a; by —azbl)E .

Wir erkennen, da die 1-Komponente (oder x- oder i-Komponente) von ¢ nur die 2- und 3-
Koordinaten der Faktoren @ und b enthilt, nicht jedoch deren 1-Koordinate. Entsprechendes
gilt fiir die 2- und 3-Komponente von ¢.

Es ist nun zu zeigen, dass dieses Ergebnis mit der urspriinglichen Definition des Vektorpro-
dukts {ibereinstimmt.

1. Schritt: Der Betrag
g]* = (azbs —as bz)z +(aghy —ay bs)z +(a; by — a2b1)2
stimmt tiberein mit

a®b?sin? ¢ = a?b? (1 —coszﬁ‘) =a?b®—(d-b)?
= (a% +a§ +a§) (bf + b% + bg) _(albl +a2b2 +a3b3)2 5

was wir durch Ausmultiplizieren leicht zeigen kénnen.
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* 2. Schritt: Orthogonalitdt ¢ | d und ¢ L b. Es ist

-

¢-d=(agbz—azby)a; +(azby —aybz)ay +(a;by —azby)az =0
und entsprechend ¢- b=o.
* 3. Schritt: Korkenzieherregel

Wir weisen hier nur den Spezialfall nach, bei dem die vektoriellen Faktoren d und b in
der (x, y)-Ebene liegen (a3 = 0 = bs). Dann ist ¢ = (a; by —ay b, )k.

Aus der Abbildung lesen wir

z a b

Y tan<,0=—2 und tam,bz—2

aq bl

c
b, b ab. Fiir1 > ¢ ist auch tant) > tan ¢ und
G damit
ay L N
2 2 .
7 / 6 T b_1>a_1 sowie albz—a2b1>0.
1//; bl aj

Der Vektor ¢ hat also die Richtung der po-
sitiven z-Achse, was zu beweisen war.

3.4. Geometrische Anwendungen mit physikalischer Bedeutung

Bestimmung einer Geraden durch Punkt und Richtung Aus der Abbildung lesen wir die
Parameterdarstellung einer Geraden ab (Vektoraddition),

F=To+Ad |.
z Das ist, in Komponenten zerlegt,
a e —
X —Xo=Aa;
X —Xg
/ r Y =Yo=Ady 0 A= a

7 T z—29 = Ads !
_Y—Xo

O Yy a,
zZ—2

x a3

Darin bedeuten

-

7o : Ortsvektor eines fest vorgegebenen Punktes auf der Geraden
A: Parameter, sodall 7 =7, fir A=0
da:

konstanter Richtungsvektor (nicht notwendig Einheitsvektor).

Ein Beispiel aus der Physik ist die geradlinig-gleichférmige Bewegung, wobei dann d — v die
konstante Geschwindigkeit, und A — t die Zeit bedeuten.
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Wir fragen nun nach demjenigen Punkt auf der Geraden, der dem Koordinatenursprung am
nachsten ist. Anders gefragt: Fiir welchen Parameter A ist |#| (oder 7 - ) minimal?

Dies entspricht der Extremwertaufgabe

d !

o A Ao oL
dk(r r)=0

0 .
2 Es ist
T d . . d
/Frnirx 0 a(r-r)za(x2+y2+zz).
Y
O Mit x = x(A), y = y(A), 2 = 2(A) erhal-

ten wir (Kettenregel)

P P AP .
ar T TR

Dieses Resultat kann als Skalarprodukt

d

dy—_» dZ -’)
k
dA

> o 2 2,7 dx -
(r-r):2(x1+y]+zk) (ﬁ”ﬁ”ﬁ

geschrieben werden. Fiir den Vektor 7 = xi+ yj+zi€, worin die Basisvektoren fest sind, konnen
wir

df¥  dx- dy- dz-

—=—i+—j+—k

- a T ad a

schreiben. Also:

Wir differenzieren einen Vektor nach einem Parameter (hier A), indem wir ihn kompo-
nentenweise nach diesem Parameter differenzieren.

Somit erhalten wir ein Ergebnis, das wir als Produktregel von vornherein hitten erwarten kon-
nen, namlich
d
da

(7-7)=2F

o.|a
S| =S

Mit 7 = 7y + Ad wird d—; = d, und aus der Forderung d_dl(? -7) = 0 erhalten wir 7 -d = 0.
Der gesuchte Vektor 7 ist also — wie zu erwarten — das Lot vom Koordinatenursprung auf die
Gerade.

Der spezielle Parameter A, der den FuBpunkt dieses Lotes beschreibt, folgt aus

-

ro'a

red=(Fo+Ad)-d=0 zu A=——73
a
Somit ist der Ortsvektor 7,;, des Punktes auf der Geraden, der dem Nullpunkt am né&chsten
liegt, durch
L (F-d)

Tmin =70~ a2 a
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gegeben. Der Betrag ri, = |Fmin| des kiirzesten Abstandes der Geraden vom Koordinatenur-
sprung ist dann

r. Z?min'?min:(%*‘la)‘?min
L 1,
=Tl = o'ro——z(ro‘a)
a
1

= rg —— rg,etzcos2 6= rg(l —cos?0)

a

und somit
Fmin = ToSIN G .

Dieses Ergebnis konnen wir mit Hilfe des Vektorprodukts auch in der Form

-

- Xa
Io —
a

. =

aufschreiben.

Bestimmung einer Ebene durch Punkt und Normalenvektor Verschieden Formen der Ebe-
nengleichung gewinnen wir, indem wir mit Hilfe des Skalarproduktes formulieren, da® der
Normalenvektor 7i senkrecht auf dem Verbindungsvektor zweier Punkte steht, die in dieser
Ebene liegen.

T i In Formeln:
(F—7)-n=0
o A / - ” Explizit bedeutet das
. nix+ny,y +nyz=c mit c=7-7,=const.
7
7 Division durch ¢ ergibt die Achsenabschnittsglei-
chung der Ebene
Yy n n
O _lx + _2y + _gz =
c
x
Zum Beispiel ist der Abschnitt auf der x-Achse
c
ii: Normalenvektor (y=0=2) x= ”_1

7—T7y: Vektor in der Ebene

Eine Anderung der Konstanten ¢ bedeutet bei unverindertem Normalenvektor, daf sich alle
Achsenabschnitte um den gleichen Faktor &ndern. Es enstehen zueinander parallelverschobene
Ebenen.

Beispiel aus der Physik

Bei ebenen (ebenfrontigen) Wellen treten Funktionen mit dem Argument (_IE? — wt) auf. Dabei
tritt an die Stelle des Normalenvektors 71 der Wellen(zahl)vektor k. Dieses Argument nennen
wir die Phase einer Welle. Wir wollen fragen, welche Gestalt die Flichen konstanter Phase
haben. Also: Was bedeutet k¥ — wt = C = const? Zu einem bestimmten Zeitpunkt t ist
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s

7 = C+ wty = Cy. Das ist die Gleichung einer Ebene. Zu einem spateren Zeitpunkt t; > ¢, ist

k¥ = C + wt; = C; > Cy. Das ist die Gleichung einer in _IE-Richtung verschobenen, parallelen
Ebene. So wird eine auslaufende ebene Welle beschrieben.

Mit dem Normalen-Einheitsvektor (Division durch n = [fi| = \/n? 4+ n3 + n2) erhalten wir aus
der Achsenabschnittsgleichung die Hessesche Normalform der Ebenengleichung

nq
—Xx
n

n
+2y+

n

nsg C
—g = —
n n

Pl

Um zu klaren, welche Bedeutung die Grole

1

o
n

.7»’0

c
b=-
n

S s

hat, betrachten wir den Abstand d eines Punk-
tes P von der Ebene (7p: Ortsvektor von P)

—

- - - = n
d=|tp—Ty|-cosO = |(Fp—T7y): —
n

Fiir 7p = 0 (P im Koordinatenursprung) stellen
wir eine Ubereinstimmung mit der Formel fiir
p fest.

Resultat: Der Parameter p ist der Abstand der
Ebene vom Koordinatenursprung.
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3.5. Mehrfachprodukte von Vektoren

Das doppelte Vektorprodukt d x (b x2): Wir zeigen, dafd das doppelte Vektorprodukt auf

Skalarprodukte zuriickgefiihrt werden kann.
Nach Definition des Vektorprodukts gilt fiir

bx¢ D’E&'x(bx&’):

U

eV L (B X E) , also liegt ¥ in der von
bund? aufgespannten Ebene. In For-
meln:

(o 1)

V=Ab+uc.
e y1ld also dVv=0 und damit

-dc¢=0.

>
Ql
o
+

=

A=k-d¢ und MI—K'aB
wahlen, worin k ein gemeinsamer konstanter Faktor ist. Mit diesen Koeffizienten A und u wird
v=x[@ob—(a-b)e.
* Bestimmung von k:

Da k ein konstanter Faktor ist, geniigt es, eine Komponente des Vektors ¥ zu betrachten.
Wir wihlen v; und erhalten aus der urspriinglichen Definition des Vektors v

vV =a, (7) X 8)3—a3 (B X 8)2
= ay(bycy — bycy) —as(bsc; — bycs)

= a2b1C2 — azbzcl — a3b3C1 + a3b1C3 .
Der Ausdruck fiir ¥, der k enthilt, ist in ausgeschriebener Form

v1 = k[(azer+azcy +ascs)by — (arb7 + azby + agbs)e; ]
= K(a2b1C2 + agb1C3 _a2b2C1 —a3b3C1) .

Der Vergleich ergibt ¥k = 1, und wir erhalten als Resultat den Entwicklungssatz fiir das
doppelte Vektorprodukt

Das Spatprodukt ¢ - (Ei X _B) Die Vektoren @ und b spannen ein Parallelogramm auf, dessen

Fliche A = |d@ x b| ist. Nehmen wir den nicht in der Ebene dieses Parallelogramms liegenden
Vektor ¢ hinzu, entsteht ein Parallelepiped oder Spat.
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Nun ist

E’~(Ei xB) =c~‘&x5 -cosy =c-A-cosy,

und c - cosy = h ist die Hohe des Spats.
Damit ist schlie@lich ¢ - (a X _15) =A-h=
V das Spatvolumen.

Hétten wir die von den Vektoren d und ¢
sowie b und ¢ aufgespannten Flichen als
,Grund“-Flachen angesehen, waren wir
natiirlich zu dem gleichen Spatvolumen
gelangt. Es gilt also

¢ (@axb)=a-(bxe)=b-@Exa),

wobei es auf die Reihenfolge der Faktoren in den Vektorprodukten ankommt. Man sagt, daf
die drei Ausdriicke durch gzyklische Vertauschung der Faktoren @, b,¢ auseinander hervorge-
hen. Auferdem fiihrt auch die Vertauschung von ,-“ und ,,x“ in einem der Ausdriicke auf
einen anderen Ausdruck, der in dieser Zeile vorkommt, wenn die Klammern stets um das neu
entstehende Vektorprodukt gesetzt werden.

3.6. Vektoren und Drehungen des Koordinatensystems

Nun kommen wir zum Verhalten von Vektoren und zur Invarianz des Skalarprodukts bei Dre-
hungen des Koordinatensystems um einen festen Winkel ¢ entgegen dem Uhrzeigersinn.
a) 1. Schritt: Zunichst stellen wir die Basisvektoren i’ und j’ durch i und  dar.

Da die Drehung in der (x, y)-Ebene statt-
finden soll, machen wir den Ansatz

\Y

! 2/ 2 2

Y . i"=ai+bj.
N 7 Das ,Umstellen” dieser Zeile nach den
AN Koeffizienten a und b erfolgt mittels der
" /\ AL Multiplikationstabelle fiir das Skalarpro-

y ) gp‘\j i | dukt und ergibt
J f; : > 2/
0

Entsprechend folgen aus dem Ansatz
7=+ df

die Koeffizienten

/

Il
.

+ i .
c ~1=cos(§+<p)=—sm<p,

/ I

d f -fzcosap.
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Die Drehung wird also durch
{'=cosp-i+sing-j
j'=—sinp-i+cosp-j
beschrieben.
b) 2. Schritt: Wir zerlegen den Vektor A nun in beiden Koordinatensystemen,
A=A Jd+A,J=AT+A ]

und 16sen mit Hilfe der Multiplikationstabelle nach den gestrichenen Vektorkoordinaten
auf:

A=A, 11" +A,-ji'=A,cosp+A,singp

A'y =A 1)/ +A,-jj =—A;sing+A, cosp.

Wir stellen fest, dass sich die Komponenten des Vektors A bei Drehung des Koordinaten-
systems wie die Basisvektoren transformieren. Dies ist eine definierende Eigenschaft von
Vektoren.

Vektorkomponenten transformieren sich bei einer Drehung des Koordinatensy-
stems wie die Basisvektoren.

Um die Umkehrtransformation anzugeben, liegt es nahe, die voranstehenden Transfor-
mationsformeln als Gleichungssystem fiir die beiden Unbekannten A, und A, aufzufas-
sen (Ubungsaufgabe). Schneller kommen wir zum Ziel, wenn wir die gestrichenen und
ungestrichenen Grofsen vertauschen und gleichzeitig ¢ durch —¢ ersetzen. Das Resultat
1St

A=A cosp —Al sing
A, =Al sing +A’y cos .

Anhand der geometrischen Verhaltnisse der Abbildung kénnen wir uns iiberzeugen, daf3
der Ortsvektor ¥ = xi + yj dieses Kriterium erfiillt (Ubungsaufgabe). Es gilt also

x'=xcosp+ysing
/

Yy =—xsing+ycosp.

Beispiele Zwei weitere Beispiele sollen diese Vektordefinition illustrieren.

a) EsseiA, =—y und A, = x.
Falls es sich bei A, um eine Vektorkomponente handelt, muf} bei Drehung des Koordi-
natensystems
A =A,cosp+A,sing
=—ycosy +xsing
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b)

gelten. Wir iiberpriifen dies mit Hilfe der Transformationsformel fiir y,
/ /_ . _ .
A, =—y =—(—xsinp+ycosp)=xsinp —ycosy
und stellen Ubereinstimmung fest.
Fiir A, mufs gelten
A’y =—A,sing +A, cos ¢
=ysiny +xcosy,
und tatsédchlich ist mit der Transformationsformel fiir x
A’y =x"=xcosp+ysing.

Wiederum besteht Ubereinstimmung. Das Kriterium fiir das Verhalten von Vektoren bei
Drehungen des Koordinatensystems ist erfiillt.

EsseiA, =y und A, = x.

Falls es sich bei A, um eine Vektorkomponente handelt, muf} bei Drehung des Koordi-
natensystems

A=A, cosp+A,sing
=y cosy +xsing
gelten. Wir iiberpriifen dies mit Hilfe der Transformationsformel fiir y,
A =y =—xsing+ycosyp
und stellen keine Ubereinstimmung fest.
Fiir A, muf’ gelten
A’y =—A,sing +A, cos ¢
=—ysiny +xcosy,
mit der Transformationsformel fiir x ist aber
A’y =x"=xcosp+ysing.

Wiederum besteht keine Ubereinstimmung. Das Kriterium fiir das Verhalten von Vekto-
ren bei Drehungen des Koordinatensystems ist hier nicht erfillt. Also sind A, und A,
keine Vektorkomponenten.

Betrag von A

A2 :A’i +A’i = (A, cosp +A, sinp)* +(—A, sing +A, cos )
— A2 (e .2 2 (a2 .2
= A’ (cos” ¢ +sin <p)+Ay(cos p +sin® @)
— A2 1 A2
—AZ+A2

Resultat:

/2 12 A2 2
Ax+Ay—Ax+Ay.

Unserer Erwartung entsprechend, ist der Betrag (die Lange) des Vektors nicht von der Wahl
des Koordinatensystems abhédngig und dndert sich auch bei dessen Drehung nicht. Man sagt:
Der Betrag eines Vektors ist invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems.
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Skalarprodukt zweier Vektoren A und B

/ / / /
A B +A B

Y
Y i = (Aycosp +A, siny)- (B, cosy + B, sinyp)
B + (—Aysingp + A, cosp)
' “(—By sinp + By, cos )
5 =A, B, (cos? ¢ +sin® ¢)
¢ +AyBy(cos2 @ +sin? )
©

x +A, B, (cospSimg — sin peos )
+A, B, (sinpeosp — cos p-sim )

Bei Anwendung des ,trigonometrischen Pythagoras® auf die verbleibenden Terme erhalten wir
das Resultat

! /! ! _
A B, +A|B) =AB,+A,B, .

Gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems ist das Skalarprodukt invariant. Nun ist auch
A-B = ABcos<(A, B). Da wir bereits wissen, daf die Betrdage A = |A| und B = |B| invariant
sind, folgt somit die Invarianz des Winkels y = (A, B) zwischen zwei Vektoren. Dies entspricht
ebenfalls unserer Erwartung. Die Invariang des Skalarproduktes bei Drehungen ist dessen wich-
tigste Eigenschaft.

3.7. Zusatzlicher Inhalt: Additionstheoreme von Winkelfunktionen

Wir haben bereits Additionstheoreme benutzt, die besagen, wie wir den Sinus oder Cosinus der
Summe oder Differenz zweier Winkel durch die Siniis und Cosiniis der einzelnen Summanden
ausdriicken konnen. Diese Theoreme leiten wir nun her. Aus ihnen folgen weitere niitzliche
Formeln, die wir spater aber meist Formelsammlungen entnehmen.

Elementar-geometrische Herleitung Wir leiten das Additionstheorem fiir sin(a + ) zuerst
elementar-geometrisch her. 4

Nach Konstruktion ist

‘A ED=AC und
XEBA=a, daBD 1 OD und BA 1 OA.

In dem Dreieck AOBD lesen wir ab:

N
C

4Um das Formelbild tibersichtlich zu halten, bezeichnen wir mit AB sowohl die Strecke, die die Punkte A und B
—
verbindet, als auch deren Lange. Bei gerichteten Strecken miissen wir aber zwischen dem Vektor AB und seiner
Linge |A_B> | = AB unterscheiden.
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BD ﬁ+ED BE+AC BE AC
sin(la+ )= —

OB OB OB OB OB
BEAB AC OA

——=cosa-sinf+gsina-cosf
ABOB OA OB ~—

—~—
ABEA AOAB AOAC AOAB
Resultat:

sin(a+ ) =sinacos ff + cosasinf |.

Daraus folgt mit § — —f3

sin(a — ) = sina cos(—f) + cosasin(—f) =sinacosf —cosasinf .
N—— N——
cos 3 —sinf

Auf die gleiche Weise erhalten wir

OD OC EA OC EA

OB OB OB OB

cos(a+f) =

=cosacosf3 —sinasinf3

und mit § — —f3
cos(a—f3) = cosacos(—f) —sinasin(—f) = cosacos B + sinasinf .

Herleitung mit der Eulerschen Formel Sehr viel schneller gelingt die Herleitung mit Hilfe
der Eulerschen Formel. Es ist

e'(@*P) = cos(a + B)+isin(a+ p)
und andererseits
ei(a+[5) — eia . eiﬁ
= (cosa+isina)(cosff +isinf3)
= (cosacosf3 —sinasin f) +i(cosasinf + sinacos ).

Der Vergleich der Real- und Imaginarteile beider Ausdriicke ergibt unmittelbar die beiden Ad
ditionstheoreme

cos(a+ f3) = cosacos B —sinasin f

sin(a+ ) =sinacosf + cosasinf3.

Herleitung mit dem Skalarprodukt FEs seien d und b zwei Vektoren, die der Einfachheit

halber Einheitsvektoren sein sollen. Wenn wir ihre kartesischen Komponenten in Polarkoordi-
naten ausdriicken, ergibt sich ihre Komponenten-Zerlegung mit r =1 zu

=cosa-?+sina-f und _Bzcos/j-?+sin/3-f.
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Thr Skalarprodukt ist also

d-b=cosacosf +sinasinf.
Nehmen wir ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit 8 > a an (siehe auch nachfolgende Abbil-
dung), schlieRen beide Vektoren den Winkel <(d, b) = ( — a) ein, und ihr Skalarprodukt ist
auch
d-b=cos(f—a).

Der Vergleich beider Ausdriicke ergibt unmittelbar das Cosinus-Additionstheorem.
Auf die gleiche Weise erhédlt man das Sinus-Additionstheorem aus einer Betrachtung des
Vektorprodukts (Ubungsaufgabe).

Zusammenhang mit den Drehungen des Koordinatensystems

= Nun fassen wir den Vektor d als Basisvek-
tor i’ eines um den Winkel Y = a ge-
drehten Koordinatensystems auf. Dann
sind die Komponentenzerlegungen des
Vektors b in beiden Koordinatensyste-
men (auch fir Distr= 1

S

I

Bzcos[j-?+sin/5-f
=1 x =cos(B— )1’ +sin(f—¢)-j".

Dies eingesetzt in die nun fiir den Vektor b aufgeschriebenen Transformationsformeln bei
Drehungen des Koordinatensystems,

bl =b,cosp+b,sing
b;z—bxsinap+bycoscp,

ergibt erneut die Additionstheoreme fiir die sin- und die cos-Funktion.
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4. Kegelschnitte

Kegelschnitte sind in der Physik beispielsweise beim Kepler-Problem (Planetenbewegung oder
Bohr-Sommerfeldsches Atommodell), bei Streuvorgéangen, Parabolspiegeln oder der Polarisa-
tion des Lichtes von Bedeutung.

Wir geben nachfolgend fiir jeden Kegelschnitt eine Definition und iibersetzen diese unter
Verwendung von kartesischen und Polarkoordinaten in Formeln. Den Nachweis, daf$ sich die-
se Figuren ergeben, wenn man einen geraden Kreiskegel unter verschiedenen Winkeln mit
einer Ebene schneidet, weshalb sie Kegelschnitte heifden, bringen wir im Zusatzmaterial zum
Repositorium Mathematische Methoden.

4.1. Wiederholung: Der Kreis

Der Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, die von einem Punkt den
gleichen Abstand haben.

Dieser eine Punkt heil3t Mittelpunkt und gehort definitionsgemaR dem Kreis nicht an.

AY Aus der Abbildung lesen wir die Mittelpunktsglei-
chung
2, ,2_ .2
x“+ y*=r“=const
yp---- P Y

des Kreises ab. Darin ist der Radius r des Krei-
ses eine von zwei Polarkoordinaten. Die Polarglei-
T T chung des Kreises ist dann

r = const.

Diese ist besonders einfach, da ¢ nicht vorkommt,
weil r fiir alle Winkel ¢ gleich ist.
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Kreis nicht in Mittelpunktslage
Wenn der Mittelpunkt M des Kreises nicht mit dem Ursprung des (x, y)-Koordinatensystems
zusammenfillt, fithren wir ein achsenparalleles (x’, y’)-Koordinatensystem mit M als Ursprung
ein.

Die Mittelpunktsgleichung im (x’, y’)-System

ist
Y Y X2 4+y?=r2,
p und mit dem Zusammenhang

i x'=x—x

! /
% M | v Y'=y=o

i der Koordinatensysteme erhalten wir die Glei-

E chung

: T

Zo (x —x0)* +(y —yo)* =17

des verschobenen Kreises.

4.2. Die Ellipse

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe der
Abstinde von zwei festen Punkten konstant ist.

Nach dieser Definition ist

\Y

Diese Punkte heif3en Brennpunkte (F;, F,), deren Formelsymbol F von ,focus“ herriihrt.
FiP+FyP =2a mit 2a>2e.
Daraus ergibt sich die Faden- oder

Y
Gdrtnerkonstruktion der Ellipse: Wir

fii Wi 7 x fixieren zwei Reifindgel im Abstand
/ ! 2e auf einer Tischplatte, befestigen
Hauptscheitel an ihnen die Enden eines Fadens der

Linge 2a > 2e und umfahren diese
Nebenscheitel mit einem Bleistift so, daf$ er den Fa-
den dauernd straffhilt.

\

Aus der Ellipse entsteht ein Kreis, wenn F; und F, in den Mittelpunkt riicken. Umgekehrt geht
die Ellipse aus dem Kreis hervor, wenn die Brennpunkte aus dem Mittelpunkt wegriicken (,,ex
centro®).

Den Abstand e = MF; = MF, bezeichnen wir als lineare Exzentrizitdt, die demnach die Di-
mension einer Linge hat. Die Koordinaten der Brennpunkte sind F; = (—e, 0) und F, = (e, 0).
Ein anschauliches Beispiel zur Illustration des Begriffs ,Brennpunkt“ sind sogenannte Fliister-
kammern. Wenn im Brennpunkt F; eines Zimmers mit elliptischer Berandung sehr leise ge-
sprochen wird und dies schon in der ndheren Nachbarschaft von F; nicht mehr zu horen ist,
kann man die Worte in dem weiter entfernten Brennpunkt F, deutlich wahrnehmen.
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Aus der Abbildung lesen wir

\/(e+x)2+y2+\/(e—x)2+y2=2a
Vie+x)2+y2=2a—/(e—x)>+y?

ab. Daraus wird durch Quadrieren

ex—a’=—a \/m
und durch nochmaliges Quadrieren
(a® —e)x? + a®y? = a®(a® —e€?).
Wir betrachten nun spezielle Punkte der Ellipse:

* Fir die Hauptscheitelpunkte bei y = 0 ist |x| = a mit a als der grofSen Halbachse.

* Fir die Nebenscheitelpunkte bei x = 0 ist |y| = va2—e2 = b mit b als der kleinen
Halbachse.

Ist der Punkt P ein Nebenscheitelpunkt, gilt fiir ihn nach Definition der Ellipse F;P = F,P = a.
Esist also a® = b®+e2 und a > b (siehe nachfolgende Abbildung). Damit wird die vorstehende
Gleichung zu

b2x? +a%y? = a®b?,

und nach Division durch a?b? erhalten wir schlieRlich die Mittelpunktsgleichung der Ellipse
2 2
R
a2 b2

Weitere GrofRen zur Charakterisierung der Ellipse sind:

AY ¢ die numerische Exgentrigitdt

£=£<1 (dae<a),
a

eine dimensionslose Grof3e,

* der Ellipsenparameter

p = ly(Ze)l,

die Ordinate der Brennpunkte
bei x = e, manchmal auch
Halb-Parameter genannt.

Aus der Mittelpunktsgleichung erhalten wir

a2p2 — a2b2_ b2€2
— bZ(aZ —62) — b4
b2

p .
a
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Zur Polargleichung der Ellipse Wir stellen die Ellipse nun in einem neuen Koordinatensy-
stem dar, das sich von dem bisher verwendeten kartesischen Koordinatensystem mit seinem
Ursprung im Mittelpunkt der Ellipse in zweierlei Hinsicht unterscheidet. Erstens liegt der Ko-
ordinatenursprung in einem der Brennpunkte, hier F;. Zweitens sind die neuen Koordinaten
die Polarkoordinaten r und . Daher heil3t der neue Koordinatenursprung auch ,,Pol“ und die
x-Achse des alten Koordinatensystems , Polarachse“. Anstatt die Mittelpunktsgleichung der El-
lipse in diese Koordinaten formal umzurechnen, ! benutzen wir elementare Geometrie.

In dem Dreieck AF,PF, ist

AY
r: der Leitstrahl“ (auch ,Fahrstrahl“)

p s: eine Hilfsgrofde.

Nach Definition der Ellipse ist

1\
. \ > T r+s=2a

s=2a—r.

Der Cosinussatz im Dreieck AF,PF, er-
gibt

s2=r24(2e)>2—2-r-(2e)-cosy.
Mit s = 2a —r wird

4a% —4ar +r? =r? +4e? —4recos g
2

a?—e?=r(a—ecosyp)
b’ =ra (1—£c05(p) .
a

2
Mitp=— und ¢ = ¢ entsteht daraus die Polargleichung der Ellipse
a a

_ p
r=——————:"1
1—e¢ecosyp

!Diese Umrechnung fiihren wir im {ibernéichsten Abschnitt am Beispiel der Scheitelgleichung der Parabel vor.

52



Karl-Heinz Lotze — Vorkurs Mathematik fiir Studienanfanger

Diskussion:

* Wegen ¢ < 1 und cosp < 1 kann der Nenner nicht verschwinden. Zu jedem Wert ¢
existiert ein (endlicher) Wert r; die Ellipse ist eine geschlossene Figur.

e Esistp=r (E)
p= 5)
* Spezialfall Kreis (e =0): ¢=0, a=b=r =const=p.

 Mit F, als Pol ist ¢ ein AuRenwinkel. Die Polargleichung ist dann (Ubungsaufgabe)
AY

/ r Sp\x ) P

 14ecosyp
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4.3. Die Hyperbel

Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, fiir die die Differenz der
Absténde von zwei festen Punkten konstant ist.

Diese Punkte heiRen Brennpunkte. Nach dieser Definition ist F;P — FoP = £2a, (a > 0). Jetzt
gilt aber fiir die vom Mittelpunkt (Koordinatenursprung) bis zu den Brennpunkten gemessene
lineare Exzentrizitit e > a.

Wir lesen ab:

\/(e+x)2+y2—\/(x—e)2+y2=:|:2a.

Nach einer Nebenrechnung wie bei der Ellipse
wird

(a® —e)x? + ay? = a®(a® —€?).
Wir wihlen spezielle Punkte:

> * y =0 ergibt die Scheitelpunkte bei |x| =
a mit a als Scheitelabstand oder transver-
saler Achse.

Scheitelpunkte

* x = 0 ergibt formal |y| = v a% —e2. Mit
der Definition b? = e? —a? > 0 wird
|ly| = ib. Die Grofle b heildt imagindre
oder konjugierte Achse. (Aber: Kein Punkt
auf den Hyperbelisten hat die Koordina-

te x =0.)

Damit haben wir

—b2x? + a?y? = —a?b?

und erhalten nach Division durch (—a?b?) die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

2 2
L o)
a2 b2

Im Fall a = b heilst die Hyperbel gleichseitig.

Zur Polargleichung der Hyperbel Wieder verschieben wir den Ursprung des Koordinaten-
systems und bezeichnen den neuen Ursprung als Pol. Dieser Pol befindet sich in einem der
Brennpunkte, hier in F,. Fiir die Grof3en ¢ und p gelten die gleichen Definitionen wie bei der
Ellipse.
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Nach Definition der Hyperbel ist

r—s=—-2a,dar<s
s=r+2a.

Der Cosinussatz im Dreieck AF;PF, ergibt

s2 =124 (2e)?> —4recos(m— ).

Zusammen:

ra+a®=e?+recosy

2,2 _ _
a‘—e ra(l—ecosy)

—b2

F281:e+a, F252=e—a

Somit erhalten wir die Polargleichung der Hyperbel

_ p
=
1—¢ecosyp

Diskussion

* Im Unterschied zur Ellipse ist wegen e > a

e
e=—-—>1.
a

Folglich gibt es einen Grenzwinkel ¢, fiir den der Nenner Null wird und fiir den
1
CoS g = —
€

gilt. Also gibt es nicht zu jedem Winkel ¢ endliche Werte von r. Die Hyperbel ist keine
geschlossene Figur.

* ¢ =m, cosp =—1: Nach der Polargleichung ist fiir diesen Fall

b _ b b bYa—e)
_1+£_a<1+i>_a+e_(a+e)(a—e)
a
bZ 2

az_ez(a—e)=—ﬁ(a—e)=e—a>0.

Das ist der Abstand des Scheitels S, vom Brennpunkt Fs.

1
Allgemein gilt: Es ist r > 0 fiir cos p < —, (¢g < ¢ < 27 — g, rechter Hyperbelast).
€
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* =0, cosy =1 : Nach analogen Umformungen wird
r=—(a+e)<0.

Interpretation: Es ist [r| = a + e, d.i. der Abstand des Scheitels S; von F,.

1
Allgemein gilt: Es ist r < 0 fiir cos p > —, (—p < ¢ < @g, linker Hyperbelast).
€

Daraus leiten wir die Regel ab: Wenn r < 0 formal herauskommt, wird |r| auf der riick-
widrtigen Verldngerung des zu ¢ gehorigen Strahls abgetragen.

* Wenn wir zur Herleitung der Polargleichung den anderen Brennpunkt und/oder den
anderen Hyperbelast auswéhlen, nimmt diese die folgenden Formen an:

AY AY AY
P P P
r r r
¥
) \
F] F2 r F]¢ F2 t F]}p F2 *
_ p . P B P
r=—-—— r=—— =
14+ ecosep 1 —ecosy 14+ ecosep

b
Die Asymptoten der Hyperbel Aus der Mittelpunktsgleichung folgt y = £—+/x2 —a2. Wir
a

b
vergleichen dies mit den Geraden y = £—x und betrachten dabei aus Symmetriegriinden nur

a
den ersten Quadranten. Die Differenz A zwischen der Geraden und dem Hyperbelast ist

PRI e L] k£ 0 C ek i)
a a a x+1/x2_a2
_b. a’ %0
a x++vx2—a? '
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Resultat:
AY

A
e’ =a* + b i
€ |
AL

: >
a a F

b
* Die Geraden y = £—x durch den Ur-

a
sprung (Mittelpunkt) sind Asymptoten
der Hyperbel. Im Unendlichen haben
sie keinen Abstand A von dieser.

Der Anstieg der Asymptote (hier nur

. b L
,+) ist tan ¢ = —. Damit wird
a

1 1
cos¢p = =

V/1+tan2 ¢ b2
1+—2
a

_a_1

e &

Also ist
P =9g-

* Nun konnen wir auch der ,,imagindren Achse“ b eine anschauliche Bedeutung geben.
Sie ist die Ordinate eines Scheitelpunktes der Hyperbel auf der Asymptote.

4.4. Die Parabel

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, fiir die die Abstédnde von
einem Punkt und einer Linie gleich sind.

Der Punkt heil3t Brennpunkt, die Linie Direktrix oder Leitlinie.

.

=

e /¥
Scheitel | " ‘
heite
chene Brennpunkt £ : (e, 0)
Leitlinie: z = —e
Direktrix

Nach Definition ist

PF = PG,

sodal® wir aus der Abbildung

Viix—e)l+yZ=x+e

(x—e)?+y%=(x+e)?

)(Z—Zexhez-i-yz =)/+Zex+zz

ablesen konnen. Die verbleibende Glei-
chung

y2 =4ex

heildt Scheitelgleichung der Parabel.

Mit dem Parabel-Parameter p = y(e) = 2e geht die Scheitelgleichung in

uber.

y2 = 2px
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Die Polargleichung der Parabel Um zur Polargleichung der Parabel zu gelangen, legen wir
das Koordinatensystem so, daf} sich der Pol im Brennpunkt F befindet. Wir machen also die
Koordinatentransformation

X' =x—e

y' =y

und stellen nun x’ und y’ durch Polarkoordinaten dar,

x'=rcosp
y' =rsinp.
y Damit wird die Scheitelgleichung zu
/ P 2 _ / _ ;P
(T T . y“=2p(x"+e)=2p x+§
r2sin p = 2pr cos ¢ + p?
T i 2
. cos
/ i r2—2p .Oztpr— ‘pz =0.
e le /o : y sin® ¢ sin® ¢
F z Das ist eine quadratische Gleichung fiir r
mit der Losung
Direktrix - l; (cosp % 1).
sin® ¢

Beachten wir, daf$ nur die Losung r > 0 relevant ist, kdnnen wir auch

1+ 1
e P (Hcow)zp( cosp) __ p(l+eosp)
sin? 1—cos?2¢  (l+eosp)(l—cosyp)

schreiben. Wir erhalten als Resultat die Polargleichung der Parabel,

p

r=——|
1—cosy

die mit den Polargleichungen fiir Ellipse und Hyperbel {ibereinstimmt, wenn wir dort ¢ = 1
setzen.

Damit konnen wir zusammenfassend die Polargleichungen aller Kegelschnitte in der Form

=0 Kreis
<1 Eli
r= __ P mit &= pse
1—¢gcosyp =1 Parabel
> 1 Hyperbel

aufschreiben.
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Die Brennpunkteigenschaft der Parabel Abschlieffend behandeln wir als Anwendungsbei-
spiel die Brennpunkteigenschaft der Parabel, die die Grundlage fiir die Konstruktion von Pa-
rabolspiegeln und Scheinwerfern ist.

Schneidet man einen Parabolspiegel mit einer Ebene, die Scheitel- und Brennpunkt enthélt,
entsteht als Schnittfigur eine Parabel. Wir stellen uns vor, dal$ Licht, ,,aus dem Unendlichen®
kommend, parallel zur Symmetrieachse der Parabel einféllt und diese im Punkt P, trifft. In
einer kleinen Umgebung dieses Punktes ersetzen wir die Parabel durch ihre Tangente (den
Parabolspiegel durch seine Tangentialebene), sodafd wir das bekannte Gesetz fiir die Reflexion
an einem ebenen Spiegel anwenden konnen.

Dann ist
B =y (Reflexionsgesetz) .

Die Tangente schneidet die x-Achse
und den Lichtstrahl als Parallelen, al-
So ist

Q R :;cn z a=7v (Stufenwinkel)

und damit schlieBlich a = . Das
Dreieck AQRP, ist also gleichschenk-

lig,

QR=RP,.

Zur Gleichung der Tangente an die Parabel y2 = 2px in Py:

1 / D
* Anstieg m: Esist y' = /2p—— = 1/ =— und damit im Punkt P,
g y P2 ~ ox 0

_ o _ P
m:y|X0— 2_x0

» Zweipunktgleichung der Geraden, die P, und Q verbindet:

Yo—Yo=m(xqg—xp) mit y;=0

—V/2pxg = 4 / ZL(XQ — Xp)
Xo

—ZXO = XQ — Xp

XQ =—Xp-

Damit ist QR = |xq| + Xg = Xo + xg. Andererseits konnen wir die Strecke RP, nach dem Satz
des Pythagoras berechnen,

RP, = \/(Xo —xg)?+ yS = \/(Xo + xg)? — 4xoxg + 2pXxg
= \/(Xo + Xg)* + 2xo(p — 2xg).

Wir wissen auRerdem bereits, daR RP, = QR = X, + Xy ist. Somit muf der zweite Summand
im Radikanden des Wurzelausdrucks verschwinden, soda3
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gilt. In Worten: Es ist R = F der Brennpunkt. Dieses Ergebnis ist unabhingig vom Punkt P,.
Alle Parallelstrahlen werden in den Brennpunkt reflektiert. Fiir einen Kugelspiegel ist das nicht
der Fall (Ubungsaufgabe).
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5. Differentialrechnung mit einer Variablen

In der Physik ist die Differentialrechnung ein unverzichtbarer Bestandteil, da sie dafiir geeignet
ist, Verdnderungen zu beschreiben und da Naturgesetze {iblicherweise in Form von Differenti-
algleichungen geschrieben werden. In der Geometrie nutzen wir die Differentialrechnung u.a.
bei Extremwertaufgaben und Kurvendiskussionen.

5.1. Die Ableitung: Bezeichnungen, Definition und geometrische
Bedeutung

Wir beginnen mit der Frage nach der Glei-
chung der Tangente an eine Funktion f (x)
im Punkt P(x, y). Im Dreieck APQR ist der
Anstieg der Sekante durch

RQ _ flx+e)=f(x) _ flx+e)—f(x)

PR (x+e)—x €

gegeben. Diesen bezeichnet man als Dif-
ferenzenquotient. Die Tangente wollen wir
nun als ,,Grenzlage® der Sekante fiir Q — P
ansehen.

xT xr+e T

Wir setzen hier stillschweigend voraus, daf® wir nur Funktionen betrachten, die ,glatt* sind,
sodaf dieser Grenziibergang iiberhaupt méglich ist.
Der Anstieg der Tangente ist

RQ _ . flx+e)=f(x)

tanp = lirr(l) — = lirr(l)
E— E— £
(Q—P) PR

Diesen Anstieg nennen wir die Ableitung der Funktion y = f(x) im Punkt P.

Bezeichnungen fiir die Ableitung Wir schreiben

/! _ ¢/ _1: f(X-i-é‘)—f(X)
y —f(X)—glng) -

—

seltener auch y’ = fM(x), um zu betonen, daR die erste Ableitung gemeint ist. Die erste
Ableitung wird mit Ay = f(x + €) — f (x) und Ax = ¢ auch als Differentialquotient

d A
4 lim 2y

dx  Ax>0 Ax

!Die mit ,,glatt“ zusammengefassten Begriffe , Stetigkeit“ und ,Differenzierbarkeit“ lassen sich in dem Weierstraf3-
schen e-§-Formalismus streng fassen. Hier begniigen wir uns damit zu fordern, dal} die von uns betrachteten
Funktionen weder Sprung- noch Knickstellen haben.
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geschrieben. Der Differentialquotient ist ein unteilbares Symbol fiir einen Grenzwert. Er wird

»,dy nach dx“ als Kurzform fiir ,die Funktion y = f(x) wird nach der Variablen x abgeleitet“

df (x)
dx

ausgesprochen und nicht etwa ,,dy dividiert durch dx“. Andere Schreibweisen sind

d
oder ™ f(x). In der Physik wird oft die Bezeichnung

d .
fO=F0©

verwendet, wenn die Zeit t die unabhéingige Variable ist. So ist beispielsweise der Vektor der
Geschwindigkeit ¥ = #(t). 2

Wenn wir nach dem Wert der Ableitung der Funktion y = f(x) an der speziellen Stelle
x = xq fragen, schreiben wir dafiir

-y/|x=x0 :f/(xo)'

Das Symbol macht deutlich, daf3 zuerst die Ableitung zu bilden und danach der spezielle Wert
X = X, einzusetzen ist.

Ein Beispiel aus der Physik soll noch einmal den Unterschied zwischen Differenzenquotient
und Differentialquotient verdeutlichen. Dazu betrachten wir die Bahnkurve x = x(t) der ein-
dimensionalen Bewegung eines Massenpunktes. Dessen Durchschnittsgeschwindigkeit im Zei-
tintervall At ist

x(t+At)—x(t)
At ’

y =

die Momentangeschwindigkeit ist jedoch

x(t+ At)—x(t) _ dx _

y = lim
At—0 At dt

Differenzen und Differentiale Stellen wir zuerst die Gleichung der Tangente im Punkt Py(xg, ¥)
mit Hilfe der Zweipunktgleichung der Geraden, y — y, = m(x — x,), auf. Mit

_Y Yo
X — Xg

m = tanp = f'(xo)

wird
¥ = f(x)(x = x0) + Yo,
oder mit Ax =x —xyund Ay =y —y, auch

Ay = f'(xo)- Ax.

Bisher haben wir den Differentialquotienten als ein Symbol fiir den Grenzwert eines Differen-
zenquotienten kennengelernt. Aber Differentiale haben auch eine eigenstdndige Bedeutung.

2Ist die Zeit eine von mehreren Variablen wie etwa bei der Beschreibung der Wellenausbreitung in Raum und
Zeit, bezeichnet der Punkt als Ableitungssymbol die partielle Ableitung nach der Zeit (siehe Kapitel 6).
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* Wir definieren fiir die unabhdngige Va-
riable das Differential dx = Ax = &.

* Dann gibt es fiir die abhdnginge Va-
riable einen Unterschied zwischen der
}Ay —dy Differenz

ctanp

______________ Ay =f(x+e)—f(x)

YA

Ay

der Ordinatenwerte auf der Funktion
und dem Differential dy

dy =¢-tanp = dx - f'(x),

sY

e=Ax=dx
das die Differenz der entsprechenden
Ordinatenwerte auf der Tangente ist.

Die Differentiale dx und dy sind also Abszissen- beziehungsweise Ordinatenintervalle mit
Bezug auf die Tangente, die {ibrigens keineswegs ,beliebig kleine“ oder ,,unendlich kleine*
Grollen sein miissen. Mit dieser individuellen Bedeutung von dx und dy ist nun

)=
flo =3

tatsichlich der Quotient zweier Differentiale wie es der Name , Differentialquotient” eigentlich
auch nahelegt.

Fiir eine lineare Funktion, die mit ihrer Tangente {ibereinstimmt, entfillt die Unterscheidung
zwischen Differenzen und Differentialen, so dafy wir deren Gleichung auf3er in der Form Ay =
f’(xp) - Ax auch als dy = f’(x,) - dx schreiben kénnen.

Im allgemeinen besteht jedoch ein Unterschied (Af — df), fiir den
. Af —df
m-——=

li
e—0 £

0

gilt.
Ein einfaches Beispiel sei die Funktion y = f(x) = x2 mit der Ableitung (siehe nichsten
Abschnitt) y’ = 2x. Dafiir ist

Af =(x +¢e)*—x? =)/Z+28x+€2—,>/z=£(2x+8),
df = f/(x)dx =2x-¢

und

Af—d g2
limu =lim — =lime =0.
£—0 £ e—0 € e—0

Allen diesen Begriffen und Definitionen wohnt keinerlei Naherung inne. Ndherungen kom-
men erst ins Spiel, wenn wir die Funktion in einer gewissen Umgebung des Punktes P, durch
ihre Tangente in diesem Punkt, also Ay durch dy, ersetzen. Dann sprechen wir von der [li-
nearen Approximation der Funktion in diesem Punkt. Diese ist umso besser, je kleiner die Dif-

ferentiale sind. Je nach den Bediirfnissen der Aufgabe ist dieses Vorgehen machmal erlaubt.
3

3S0 haben wir beispielsweise bei der Herleitung der Brennpunkteigenschaft des Parabolspiegels diesen lokal durch
einen ebenen Spiegel ersetzt.
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In einem physikalischen Kontext kann die Gleichung der Tangente auch die Antwort auf die
Frage sein: Wie wirkt sich ein ,Mel¥fehler* Ax oder dx auf die gemaf} y = f(x) abhéngige
Grofde y aus?

Zur Bedeutung der zweiten Ableitung Die zweite Ableitung beruht auf der Idee, die erste
Ableitung wieder als Funktion von x aufzufassen, die abgeleitet werden kann. Sie wird durch

die Symbole
&2y d (dy)
17 -7 _ (27
yx)= dx2 dx \dx

beschrieben und ,,d zwei y nach dx Quadrat” ausgesprochen, nicht etwa ,,d Quadrat...“. Der
letzte dieser Formelausdriicke weist schon auf diese Bedeutung der zweiten Ableitung hin:
Er beschreibt, wie sich der Anstieg der Tangente (die erste Ableitung) bei fortschreitendem x
dndert.

Wir untersuchen diese Anderung zuerst in der Umgebung eines Minimums an der Stelle x,,
wo die Tangente parallel zur x-Achse verlauft (y’(x,) = 0) und zeigen, daf} dort y” > 0 gilt.

* Der Graph verlauft unterhalb der
y Verbindungslinie von zwei Punk-
ten, die sich auf verschiedenen Sei-
ten des Minimums befinden.

* Wenn wir dem Kurvenverlauf in

Richtung auf zunehmende x-Werte

x hin folgen, durchfahren wir eine
Linkskurve.

[ S

* Man sagt, die Kurve sei konvex zur
x-Achse (oder konkav von oben).

x < Xq: X > Xq!
x1=—|x1|}
X1l > [x Xq4 > X
Xy ::'_lle I 1| | 2| 4 3
/ . /
y' <O0: y' >0
’ /
Yq ::"Ly1|} I /l / / /
> |yl >
J/é = ‘_lj/él Y1 Y Ya= Y3

Fiir das Vorzeichen der zweiten Ableitung geniigt es, die Differenzenquotienten zu betrachten:

I AT P 1
Yo—yy 1yl Iyzl>O Ya=Ys

= 0
Xp—x1  |xq|—1]xy] Xq4— X3

Entsprechend gilt fiir das Maximum, wo die Tangente ebenfalls parallel zur x-Achse verléuft,
y” < 0 (Ubungsaufgabe).
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* Der Graph verlduft oberhalb der
Verbindungslinie von zwei Punk-
ten, die sich auf verschiedenen Sei-
ten des Maximums befinden.

* Wenn wir dem Kurvenverlauf in

Richtung auf wachsende x-Werte

x hin folgen, durchfahren wir eine
Rechtskurve.

* Man sagt, die Kurve sei konkav zur
x-Achse (oder konvex von oben).

2

d
Erlauterung der Leibniz-Notation d—};: Wir behandeln als Beispiel aus der Physik den frei-
x

1
en Fall. Die Abbildung zeigt eine frei fallende Kugel, die in zeitlichen Abstdnden At = 30 S
photographiert wurde.

0 B n |s,/cm | As,/cm | A(As,)/cm
E 0 0
1058 1| 2 ? ?
90 2 | 24 2,3 1,3
] 3| 47 3,6 0,8
300 4| 83 4,4 1,2
3 5 | 12,7 5,6 1,3
40 6 | 183 6,9 0,9
E 7 | 252 7,8 1,1
50 = 8 | 330 | 89 1,0
E 9 | 41,9 9,9 1,4
8 i O 10| 51,8 | 11,3 0,7
70 3 11 | 63,1 12,0 0,9
E O 12 751 | 12,9 1,7
80 = 13| 88,0 14,6 0,7
g 14 | 102,6 | 15,3 1,2
90 5 O 15 | 117,9 | 16,5 1,1
3 16 | 1344 | 17,6 —
100 5 Q 17 | 152,0 - -

Durch eine ganze Zahl n 143t sich die Nummer jedes dieser Bilder angeben und damit auch die
seit Beginn der Bewegung vergangene Zeit. Die zuriickgelegten Fallwege, die Differenzen zwi-
schen den Position zweier aufeinanderfolgender Aufnahmen (erste Differenzenfolge) und die
Differenzen dieser Differenzen (zweite Differenzenfolge) haben wir tabellarisch und graphisch
dargestellt.
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Sp/cm
175 Wir erkennen, dal8 im Rahmen der Ablese-
genauigkeit die zweite Differenzenfolge, als
150 Funktion von n betrachtet, eine von Null
1954 verschiedene Konstante ist. Nun zeigen wir,
dafR sich dies dann ergibt, wenn wir fiir die
1009 Fallwege selbst den in n quadratischen An-
75 satz
50 s, =Db(n-At)?, b= const
25
machen.
0
2,‘ 5 % 7,‘ 5 1‘0 12‘, 5 1‘5 17‘, 5 n 1. Differenzenfolge:
Asy/cm
ASn =Sn+1 " Sn
s =b[(n+1)At]>—b(n- At)?
' = b[r% +2n+ 1 —#Z)(AL)
15
As, =b-(2n+1)(At)?, linearinn
12,5 3
1o 2. Differenzenfolge:
7.5 A(As,) = A%,
5 = Aspy1 —Asy
2,5 :sn+2_25n+1 +sn
=b[(n+2)At]>—2b[(n+1)At]?
0
95 5 7.5 10 125 15 17.5 n + b(n- At)?
A2, [em = b + 4+ 4
2 — 2% + 26+ 1) + AE)(AL)?
1,5+ . A(As,) = 2b(At)? = const.
1 p . O ! Dieses aufgrund der Beobachtungen ange-
0,5 strebte Ergebnis ist nur mit diesem quadra-
tischen Ansatz erreichbar.
0 T T T

T T T 1
2 4 6 8 10 12 14 16 n

1
Wir fragen noch nach der Bedeutung der Konstante 2b in unserem Beispiel. Mit At = 30 S

und A(As,) ~ 1,1cm ergibt sich 2b = 990cm - s~ 2, also (im Rahmen der Ablesegenauigkeit)
die Schwerebeschleunigung nahe der Erdoberflidche. Mit (At)? aus dem Ansatz und der nahe-
liegenden Bezeichnung AZ?s,, fiir A(As,) wird nun auch die Leibniz-Notation

A2 . 2 2
Sh — 2 At—0 d=s d=s

(Atr)? (de)2 ~ dt

[\S)
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verstandlich. 4

5.2. Wichtige Grenzwerte und Ableitungen

Wir werden in diesem Abschnitt einige Ableitungen bestimmen, indem wir sie auf deren ur-
spriingliche Grenzwert-Definition zuriickfiihren.

a) Die Funktion y = ¢ = const hat keinen Anstieg, also ist y’ = 0. Die Ableitung einer
Konstante ist Null.

b) Die lineare Funktion y = ax + b:

[a(x+¢e)+b]—[ax+D] _ ae
y' =1lim
e—0 £ s—>0 &

¢) Die quadratische Funktion y = x2:

(x +¢&)?—x2 . x4 2xe+e2—x?
y' =1lim = lim
£—0 & e—0 £

= lim(2x + &) = 2x
£—0

d) Die Wurzelfunktion y = +/x = x1/2;

- W JE_ (W—f W+¢—>
y_£—>0 e—0 & W—i-\/_
;3‘1
= lim
e f(Vx F e+ vx)
L _1ap
2/x 2

e) Die reziproke Exponentialfunktion y = e™™:

(x+€) —e X e et — . 1 1—ef
y' = lim & = lim =e *lim —
£—0 e £—0 £ e—0 ef £
. 1—ef _
=e¢ ¥lim —-lim =—e "
e—0ef e-0 ¢
1 -1
1_ €
Anmerkung zum Grenzwert lirré : Es war
E—
1
e~ (1+e):
efxl+e
ef—1~e¢
€ € €
et —1 .oet—1 . 1—e
~1, sodal lim =1 und lim =-—1.
£ e—0 £ e—0 £

“Es ist also dt? als (dt)? zu verstehen, was nicht mit dt? = 2t dt verwechselt werden darf.
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f) Die Sinusfunktion y = sinx:

, .. sin(x+¢g)—sinx
y' =lim
£—0 £

. (sinxcose + cosxsineg)—sinx
= lim
e—0

, (Additionstheorem)
€

. . COoSE—

=sinx - lim

. sineg
4+ cosx - lim —
e—0

e—>0 ¢

&

) . sine . cose—1
Zur Herleitung der Grenzwerte lim — und lim,_,, ——
E—

Die hier auftretenden
£ €
Grenzwerte sind iiber die Berechnung der Ableitungen der Sinus- und Cosinus-Funktion
hinaus von Bedeutung.

Aus der Abbildung kénnen wir sowohl ¢ als
auch sin ¢ ablesen:

\ . PN . — —
! sing = :Q sing PN}%/ PN
- i p s ===
Al PR=e-Pg) ° PQPR PR
Q' Q N RR

Der Dreieckswinkel £ wird kleiner, wenn wir Q nach Q’ verschieben. Gleichzeitig geht R

nach R’. Verkleinern wir € weiter, nahert sich das Bogenstiick PR der Kathete PN immer
.o . ... PN
mehr an. Damit wird lim — =1, also

¢—=0 PR

. sineg
lim——=1.
e—0 ¢€
Der andere zu berechnende Grenzwert ist
__cose—1 . cose—lcose+1 . cos’e—1
lim —— =lim = lim
e>0 € e—>0 g cose+1 e—0g(cose+1)
. —sin’¢ . sine . sine
=lim——  =—Ilim lim
e—0 g(cose+1) e-0 g e-0cose+1
———
1
sine

=—lim —
e>0cose+1

Somit ist die Ableitung der Funktion y = sinx

y' =cosx.
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g) Die Cosinusfunktion y = cosx:

, .. cos(x+e)—cosx
y' =lim
e—0 £
. (cosxcose—sinxsing)—cosx .
= 11n‘(1) , (Additionstheorem)
£— €

. . sineg . cose—1 . .
=—sinx-lim — +cosx -lim ———, Grenzwerte wie bei f)
e—>0 & e—0 £

Resultat: y’'=—sinx.

5.3. Differentiationsregeln und weitere Ableitungen

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, die Ableitung zusammengesetzter Funktionen auf bekannte
Ableitungen zuriickzufiihren. Wir ordnen nach der Art der Zusammensetzung:

a) Die Linearkombination y = a -u(x)+ b - v(x) mit a, b = const:

Aus der Definition der Ableitung folgt unmittelbar die Linearititseigenschaft

y' =au' +bv'|.

In Worten: Die Ableitung der Linearkombination zweier Funktionen ist die Linearkom-
bination ihrer Ableitungen.

Beispiel Aus der Definition der Hyperbelfunktionen folgt unmittelbar
fir y=sinhx: y’'=coshx undfiir y=coshx: y’ =sinhx.

b) Das Produkt y = u(x) - v(x) zweier Funktionen: Es ist

3/ = lim u(x +e)v(x +¢e)—u(x)v(x)

e—0 &

Diese Grenzwert-Definition der Ableitung des Produktes u(x) - v(x) enthalt bereits die

Elemente der Grenzwert-Definition der Ableitungen der Faktoren, jedoch nicht in der

u(x + €)v(x)

richtigen Kombination. Wir fiigen daher den Summanden hinzu und sub-

€
trahieren ihn sofort wieder, um keinen Fehler zu machen. Wir haben letztlich Null ad-
diert, aber auf eine zweckdienliche Weise, denn wir erhalten

)= lirr(l) u(x + E)v(x +e)—v(x) 4 V(x)u(x +e)—u(x) .
£— €
Mit lil‘l’(l) u(x + &) = u(x) (Stetigkeit) wird weiterhin
£—>

u(x +¢e)—u(x)

¥ =u(x) lim vix+e)=v(x) +v(x) lim
e—0 £ e—0 £

Das Ergebnis ist die Produktregel

y=u-v'+v-u|.
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Beispiel Wir benutzen die Produktregel, um durch vollstdndige Induktion zu beweisen,
dal} die Ableitung der Potenzfunktion y = x", n > 1 ganz, durch

gegeben ist. In Worten: Wir leiten eine Potenzfunktion ab, indem wir mit ihrem Expo-
nenten als Faktor die Potenzfunktion multiplizieren, deren Exponent um 1 erniedrigt
ist.

1.Schritt: Induktionsanfang
Die Regel gilt fiir n = 2 (siehe ,,quadratische Funktion®)

2. Schritt: Induktionsvoraussetzung
Die Regel gilt fiir eine beliebige ganze Zahl n = k.

* 3. Schritt: Induktionsbehauptung
Dann gilt die Regel auch fiirn =k + 1.

4. Schritt: Induktionsbeweis

d k+1 k
—x"" =—(x-x
dx dx ( )
=1-x*+x-kx*¥!, nach Voraussetzung

=(1+k)-xk. g.e.d.

1
c) Der Kehrwert y = einer Funktion u(x):
u(x)
/—liml 1 1] imlu(x)—u(x+£)
VT e lu(x+e) ulx)]  e-0e u(x) u(x+e)
Coulx+e)—u(x) .. 1
=—lim
£—0 € e—0u(x)-u(x +¢)

Das Ergebnis ist die Reziprokenregel

Beispiele

* Wir erweitern die Regel fiir die Ableitung einer Potenzfunktion fiir den Fall, dal3
der Exponent eine negative ganze Zahl ist,
-n

1
y=x"=—, n=1ganz.
x

In diesem Fall ist u = x™ mit der Ableitung u’ = nx™!. Damit wird
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* Nochmals zur Exponentialfunktion mit negativem Exponenten,

y =—e§=—e

u(x
d) Der Quotient y = (x) zweier Funktionen:

v(x)

Wir schreiben
_ulx) _ ( ).L
Cov(x) e v(x)

und wenden sowohl die Produkt- als auch die Reziprokenregel an,

1 1
y=u-=+u- 4 (—) , Produktregel
v dx \v

= ——u-—, Reziprokenregel.

Das Ergebnis ist die Quotientenregel

, uv—uw/
y =
vz

Hier ist die Reihenfolge der Summanden im Zahler zu beachten.

Beispiele
sin x

e y=tanx =
cosx

In diesem Fall ist u = sinx mit der Ableitung u’ = cosx und v = cosx mit der

Ableitung v/ = —sin x. Nach der Quotientenregel ist somit die Ableitung der Tan-
gensfunktion
; cos? x + sin? x 1
B cos2 x  cos2x
. y=cotx = cosx 1

sinx tanx

Wir konnten wieder die Quotientenregel anwenden. Schneller fiihrt jedoch die
Reziprokenregel zum Ziel: Mit u = tanx und der soeben berechneten Ableitung

u = 3 ergibt sich die Ableitung der Cotangensfunktion zu
cos? x
;. 1 _ 1
Y cos2 x - tan2 x sinx
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e) Die verkettete Funktion oder ,Funktion einer Funktion“ y = y [u(x)]:
Eine Anderung von x um Ax bewirkt eine Anderung Au und diese wiederum eine An-
derung Ay, sodals mit Ax — 0 auch Au — 0. Dabei setzen wir fiir alle Funktionen die
unter ,,Glattheit“ zusammengefalsten Eigenschaften voraus. Dies fiihrt unmittelbar auf
die Kettenregel

. A . Ay . Au dy du
y'= lim — = lim — - lim —=——|.
Ax—0 Ax  Au—0 Au Ax—0 Ax du dx

Wir sehen hier besonders deutlich, wie verfiihrerisch die Die Leibniz-Notation ist . Daher
sollten wir nicht vergessen, dal$ der Differentialquotient symbolisch fiir einen Grenzwert
steht!

Beispiel Die Exponentialfunktion y = a* mit der allgemeinen Basis a:
Wir schreiben y = !¢ = ¢ und mit u = x - Ina und den Ableitungen

d d
d_.l)llzeu:ex.lna:ax bzw. d_;l.zlna'

Damit ist nach der Kettenregel
y'(x)=a*-Ina.

(Fiir a = e stimmt das wegen Ine = 1 mit y’ = e* {iberein.)

5.4. Implizites Differenzieren

Beispiele Die Technik des impliziten Differenzierens wollen wir anhand zweier Beispiele ein-
fithren.
a) y=Inx

Wir kennen die Ableitung (noch) nicht, aber wir kennen die Ableitung der Umkehrfunk-
tion y = e*. Wir schreiben in einem Zwischenschritt x = e”, sodal} die Funktion y =Inx
nicht mehr nach y aufgelost, sondern implizit gegeben ist.

* 1. Schritt: Wir leiten x = e’ nach x ab und beachten, dal} y von x abhéngt. Die
Ableitung der linken Seite ergibt

dx

und die der rechten Seite ist nach der Kettenregel

d
worin d_y die eigentlich gesuchte Ableitung ist. Beides zusammen ergibt
X

o3 _

1.
dx
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d
e 2. Schritt: Wir lésen nach & auf,

ﬂ — e_y — 1 .
dx ey
* 3. Schritt: Wir fithren die Variable x wieder ein und erhalten das Ergebnis
_dy 1

Y T %

Andererseits folgt aus x = e” durch Ableitung nach y

dx

— —e) =
dy e X

d
Der Vergleich mit dem soeben erhaltenen Resultat fiir d_y ergibt, daf3
X

ody 1 1
y_dx x (ﬂ)
dy

gilt.
b) y = ¥x=x"" (n ganz)

Wieder kennen wir die Ableitung der Umkehrfunktion und nehmen x = y" als Aus-
gangspunkt.

* 1. Schritt: Die Ableitung von x = y" auf beiden Seiten nach x ergibt

1= nyn—l . y/
e 2. Schritt: Auflosen nach y’ ergibt
1
r_
y - nyn—]. :

* 3. Schritt: Die Wiedereinfithrung der Variablen x fiihrt auf das Resultat

, 1 1 11,
y = 1( 5 = 1 = —Xn .
nxa\n— nx'~n N

Andererseits ist auch hier mit x = y"

dx _ 1-1
dy

und also

B (dx) '

dy
Wir haben damit gezeigt, daf$ die Regel fiir die Ableitung von Potenzfunktionen auch
fiir gebrochene Exponenten gilt. Speziell bestitigen wir fiir n = 2, also y = v/x = x/?

die bereits bekannte Ableitung y’' = ——.

24/x
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Verallgemeinerung der Beispiele Es gilt die Umkehrregel

dy_ 1
dx (&)

dy
Diese Regel wird durch die Beispiele nahegelegt; einen allgemeingiiltigen Beweis dafiir haben
wir nicht gegeben. Sie sollte auch nicht mit der Reziprokenregel verwechselt werden.

Weitere Beispiele

a) y=log, x
Wir schreiben x = a” mit der durch die Variable x auszudriickenden Ableitung
d
d_x =a” -lna = x - Ina und erhalten mit der Umkehrregel das Ergebnis
y

dy__1
dx x-lna’

b) y = arcsinx

d
Wir schreiben x = sin y mit der Ableitung d_x =cosy = /1 —sin’y = v/1—x2. Die
y

gesuchte Ableitung ist
dy 1

dx v1—x2

(und entsprechend fiir die anderen zyklometrischen Funktionen).
Die logarithmische Ableitung — Beispiele Die logarithmische Ableitung ist eine spezielle
Anwendung der impliziten Differentiation. Wir erlautern sie anhand von Beispielen.
a) y=x"

Obwohl die Variable y explizit gegeben ist, schreiben wir implizit Iny = x - Inx und
leiten beide Seiten nach x ab, die linke Seite nach der Kettenregel, die rechte nach der

Produktregel,
1 1
y-==lhx+x-=
y x
¥y =y(1+Inx)=x*(1+Inx).
b) y=u-v

Wir kommen noch einmal auf die Produktregel zuriick und schreiben implizit Iny =
Inu(x) + Inv(x). Durch Ableiten beider Seiten nach x mittels Kettenregel erhalten wir,
wie es sein mul3,
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¢ y=x"

Wir schreiben in impliziter Form In y = n - In x und bilden die Ableitung nach x,

d) y=a"

Wir schreiben In y = x - Ina und leiten nach der Variablen x ab,

~

<

=Ina

/

< <

=ylna=a*-Ina.

Die letzten drei Beispiele dienten dazu, bereits bekannte Ergebnisse auf neue Art zu reprodu-
zieren.
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5.5. Zusammenfassung der Ableitungsregeln und Ableitungen
elementarer Grundfunktionen

a) Ableitungsregeln

dy
/ = —
Yy y = doc
a-u(x)+b-v(x) a-u+b-v a, b = const; Linearitat
u(x) - v(x) u'v+uy Produktregel
1 u’ .
- Reziprokenregel
u(x) u2
u(x) u'v—uv’ .
—_— Quotientenregel
v(x) 4 v2d
u[v(x)] v Kettenregel
dv 1 dx
Umkehrfunktion _— Umbkehrregel

b) Ableitungen elementarer Grundfunktionen

Tabelle links: Aus der Grenzwert-Definition der Ableitung.
Tabelle rechts: Mit Hilfe der Ableitungsregeln.

Yy y
sinh x cosh x
cosh x sinh x
y y/ xn nxn—l
—n n—1
¢ = const 0 X (—n)x
1 1,241
ax+b a xn R X7
2 1
X 2x tanx
1 cos2 x
VX T 1
24/x cotx —-—
o o sin” x
a* a*-lna
sinx CcoS x
) 1
cos x —sinx nx x
1 1
0g, X
a x-Ina
. 1
arcsin x
1—x2
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5.6. Zusitzlicher Inhalt: Zyklometrische Funktionen

Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktio-
nen. Man bezeichnet z.B. die Umkehrfunktion von y = sin x mit y = arcsinx , sodaf}

sin(arcsinx) = x

ist (vergleiche e"* = x). 5 Die Periodizitit der trigonometrischen Funktionen zieht eine Viel-
deutigkeit der zyklometrischen Funktionen nach sich, und es kommt somit zu einem Problem
mit dem Funktionsbegriff. Um diesen zu retten, definiert man Hauptwerte und erfasst damit
jeweils nur einen eineindeutigen Zweig.

aresin x

sin x

| >
T T T
—m\ —7/2 /2 7%\ X z
il ="
-
arccos T
r/‘/
-
Cos T
1

N
~
[\
=
8
]Y

SWir werden nicht die in der Literatur manchmal anzutreffende Bezeichnung arcsin x = sin™! x verwenden, um

Verwechslungen mit sin™! x = zu vermeiden.
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arctan x

N I
| ‘ ‘t&HSL‘ ‘ JW/
/i : i A YR
Lo A2 T2 ow 1
i ! ; | I | T \CL’
| | | / fffffffffffff -T2
i i i i / —T
Y A ;;"’
A arccotx
,,,,,,,,,,,,, ---m oo
; ; ; Aotz ; ; 1
o A \ 2
3 —T 7Ty2 /2 7“( 3 \\
! : i i i | T T T
N\ N Lop
S I S
| I I I | I — _7T
e

5.7. Zusitzlicher Inhalt: Nochmals zur Ableitung der

Kreisfunktionen

Wir kommen noch einmal zur Ableitung der Sinus- und der Cosinus-Funktion zuriick. Unser
Ziel ist ein geometrisches Verstdndnis der bereits bekannten Resultate, insbesondere des bei
der Ableitung der Cosinus-Funktion auftretenden Minuszeichens.

Die trigonometrischen Funktionen heifsen auch Kreisfunktionen, denn ein Punkt P auf einem
Kreis mit dem Radius r hat die kartesischen Koordinaten

x=rcose und y=rsingp.

Andert sich der Winkel ¢ im mathematisch positiven Sinn um den Betrag Ay = dy, nimmt
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die x-Koordinate des Punktes P um den Betrag |Ax| ab, die y-Koordinate um |Ay| zu. Es ist
also
Ax =—|Ax| und Ay=|Ay]|.

Auf dem Kreis wird dabei ein Bogen-
stiick mit der Liange As = ds = rdy
zuriickgelegt. Wir diirfen dieses Bogen-
stlick mit umso groferer Berechtigung
als die Hypothenuse eines rechtwinkli-
Jr S N ‘Prd gen Dreiecks ansehen, je kleiner dy ist.
|dy| |Ay| d © Die Katheten dieses Dreiecks haben die
! o P Liangen |dx| und |dy|. Da die Verlinge-

B

Y

rung des Radius’ eines Kreises in einem
bestimmten Punkt senkrecht auf der dor-
tigen Tangente an den Kreis steht, tritt
L > nach dem Satz ,Winkel, deren Schenkel
paarweise aufeinander senkrecht stehen,
sind gleich“ der Winkel ¢ auch in diesem
Dreieck auf.

Tangente

|Az| = |dz]|

Damit ist in diesem Dreieck

d d d d
|dx] X und cos<p=M: y.
rde rde

Mit x = rcos¢ wird, da r = const ist, dx = rd(cos¢), und mit y = rsin¢ erhalten wir
dy = rd(sin ¢). Dies eingesetzt ergibt unabhéngig von r

d(sin¢)

d
Mz—sinw und —————= =cosp.
de

de
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6. Differentialrechnung mit zwei und drei

Variablen

Die Differentialrechnung mit mehreren unabhéngigen Variablen spielt in der Physik eine grofe
Rolle, da Naturvorgéinge wie etwa die Ausbreitung von Wellen oder die Warmeleitung in Raum
und Zeit ablaufen. So hingt z.B. eine elektrische Feldstédrke im allgemeinen von den drei Raum-
koordinaten und der Zeitkoordinate, also von vier unabhéngigen Variablen ab. Mit anderen Va-
riablen als Raum und Zeit spielen die in diesem Kapitel entwickelten Methoden insbesondere
in der Thermodynamik eine Rolle, wo — um ein Beispiel zu geben — die thermische Zustands-
gleichung eines Gases beschreibt, wie der Druck von Volumen und Temperatur abhéngt.

6.1. Funktionen mit zwei unabhédngigen Variablen. Die partielle

Ableitung

Zu Beginn erwidhnen wir zwei Beispiele fiir Funktion mit zwei unabhéngigen Variablen, die uns
aus dem Alltag bekannt sind, ohne dal} wir sie iiblicherweise unter diesem Aspekt betrachten.

a) Die Erhebung h einer Landschaft iiber dem Meeresspiegelniveau an verschiedenen geo-
graphischen Orten (x,y) kann durch eine (normalerweise nicht analytisch fafbare)
Funktion h = h(x,y) der beiden unabhingigen Variablen x und y beschrieben wer-
den. Héhenlinien auf einer Landkarte, die Punkte gleicher Hohe h = h, verbinden, sind
dann Funktionen y = y(x;hg) von einer unabhéngigen Variablen und dem Parameter
h = hy = const.

b) Auf Wetterkarten finden wir weitere Beispiele.

* So ist die Temperatur T an verschiedenen geographischen Orten im allgemeinen
verschieden und kann durch das ,Temperaturgebirge“ T = T(x,y) beschrieben
werden. Die ,,Hohenlinien®, also die Linien konstanter Temperatur T, heil’en dann
Isothermen y = y(x; Ty).

* Auch der Luftdruck p unterscheidet sich von Ort zu Ort, was mit einer Funktion
p = p(x, y) beschrieben werden kann. Dabei verbinden Isobaren y = y(x;p,) Orte
mit dem gleichen Luftdruck p = p,.

Funktionen von zwei unabhingigen Variablen konnen ganz verschiedene Formen annehmen,
z.B. auch
z2=f(x,y)=x3y +xy*+x+y*+1,

ohne daf} jedesmal eine besondere Bedeutung oder Anschauung zugrunde liegen muf3.
Einige einfache und anschauliche Beispiele sind:
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a) Das Paraboloid z = f(x,y) = x? + y?

* Die Funktion beschreibt ein Parabolo-
id, da wir wahlweise fiir x = 0 und
y = 0 die Parabeln z = y? bzw. z = x?
erhalten.

* Die Hohenlinien 2 = ¢ = const sind
Kreise x2 4+ y? = ¢ mit dem Radius
v/¢, die wir in die (x, y)-Ebene proji-
zieren. Das Paraboloid ist ein Rotati-
onsparaboloid.

b) Der Kegel z = f(x,y) =+/x2+ y2
* Die Funktion beschreibt einen Kegel,
da wir wahlweise fiir x =0 und y =
0 die Geraden (Mantellinien) z = y
bzw. z = x erhalten.

* Die Hohenlinien z = ¢ = const sind
Kreise x2 + y? = ¢? mit dem Radius c.
Der Kegel ist ein Kreiskegel.

c) Die obere Halbkugel mit dem RadiusR=2: z = f(x,y)=+/4—x%2—y2

Wir betrachten eine Funktion mit zwei Variablen und illustrieren diese durch das Beispiel der
oberen Halbkugel. Dann haben wir (vorerst) zwei Moglichkeiten, die unabhingigen Variablen
zu dndern:

* Wir schreiten in x-Richtung fort, x — x + Ax, und halten y fest (y = y, = const).
* Wir schreiten in y-Richtung fort, y — y + Ay, und halten x fest (x = xy = const).

< <

Wir definieren analog zur gewohnlichen Ableitung die partielle Ableitung fiir jede Variable
getrennt und vermerken, dal} wir die jeweils andere Variable konstant halten,

of _ . _ I f(x+Ax, yo)— f(x, o)
im

ox Y Ax—0 Ax
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und
ﬁzfy: lim L0y +AY)—flxo.y)

3_)/ Ay—0 AXx

d
Das Symbol 3_f = f, (gesprochen ,partiell df nach dx“) soll ausdriicken, dal} noch ande-
X

re Variable existieren. Diese werden beim Differenzieren wie Konstanten behandelt. Dariiber
hinaus gibt es keine neuen Rechenregeln.

Beispiele Wir leiten nach den bisher bekannten Regeln zwei Beispielfunktionen jeweils nach
den Variablen x und y ab.

a) z=f(,y)=x3y+xy>+x+y*+1

3 e,
ZE Sy +y241,  Z=xPiaxy+2y
dx oy
X
b) z=f(x,y)= ——
x+y
3 +y)— o -
o9z x+y)—x _ ¥y o _TX (Quotientenregel)

dx  (x+y)2  (x+y2’ 3y (x+y)?

Kettenregel, Reisegleichung Wir betrachten die Funktion g = f[x(t), y(t)] als ,,Funktion
von zwei Funktionen®, deren Variablen x und y ihrerseits von einer Variablen t abhéngen.
Damit wird auch z eine Funktion der Variablen t, und wie sie sich mit t dndert, hdngt davon
ab, wie die Variablen x und y sich mit t &ndern. Dann ist die gesamte Anderung oder die totale
Ableitung von z nach der Variablen t

ds_0zdx  0zdy
dt  dx dt  3dy dt

Das ist gleichzeitig eine Verallgemeinerung der Kettenregel (beachte die Schreibweise ,,d“ und
,0“ der einzelnen Ableitungen).

Folgende Vorstellung mag fiir das Verstdndnis niitzlich sein: Die Temperatur an der Oberflache
eines Teiches ist T = T(x,y). An den Orten (x, y) auf dem Teich soll sie sich zeitlich nicht
dndern. Wir betrachten also ein so kleines Zeitintervall, daf® wir Temperaturschwankungen
infolge einer Anderung der Bewélkung oder infolge der fortschreitenden Tageszeit nicht er-
fassen. Eine Ente, die entlang der Bahnkurve x = x(t), y = y(t) schwimmt (t: Zeit), erfahrt
jedoch eine zeitliche Temperaturdnderung, da sie an Orte mit unterschiedlicher (aber zeitlich
konstanter) Temperatur gelangt. So ist in der Regel die Temperatur in der Mitte des Teiches
niedriger als im flachen Wasser in Ufernidhe. Wie schnell die Ente die gefiihlte Temperaturédn-
derung erlebt, hdngt natiirlich auch davon ab, welche Geschwindigkeit sie hat. Damit ist die
von der Ente erlebte Zeitabhingigkeit der Temperatur auf dem Teich

ar _ordx ordy
dt  dx dt  dy dt’
Die partiellen Ableitungen bringen eine Eigenschaft des Teiches zum Ausdruck (,Wie &ndert

sich die Temperatur von Ort zu Ort?“), wihrend % und % eine Eigenschaft der Ente sind,
ndmlich die Komponenten ihrer Geschwindigkeit.
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Diese Gleichung 1403t sich als Skalarprodukt

dr _ <3_T§+ 3_T*-> (%;Jr Q?)
ac  \oax Tay’)\ac't " ad’

schreiben. Unser Beispiel macht deutlich, warum sie auch Reisegleichung hei3t. Die Ente er-
lebt keine Temperaturdnderung, wenn sie gar nicht schwimmt oder wenn die Temperatur auf

dem Teich tiberall gleich ist. Die Temperaturdnderung ist auch Null, wenn die Ente senkrecht

0T~ 0T~
zu dem Vektor (—i + F j> schwimmt. Das ist offenbar die Richtung der Isothermen. Die
x Y

Temperaturdnderung ist hingegen maximal bei einer Geschwindigkeit in Richtung dieses Vek-
tors. Einem Vektor mit dieser Struktur werden wir mehrfach wiederbegegnen und ihm spater
einen eigenen Namen geben.

Beispiele Wir rechnen zu Ubungszwecken zwei Beispiele fiir die Kettenregel.

a) z=sin(xy) mit x=t> und y=1¢
. . dz
e direkt: z=sint>, — =5t*cos t®
dt
* mit der Kettenregel:

d
d_j = ycos(xy)- 2t + x cos(xy) - 3t?
= (2ty +3t2x)cos(xy) = 5t*cos t>, Ubereinstimmung

b) z=x(t)- y(t)
Die Kettenregel, angewandt auf das Produkt der beiden Variablen x(t) und y(t),

dz_ dx  dy
a2V de de’

ergibt die Produktregel fiir die eine Variable t.

Zu den zweiten Ableitungen Wir fassen wieder die beiden ersten Ableitungen als Funktio-
nen von x und y auf. Dann laf3t sich jede erste Ableitung nach beiden unabhéngigen Variablen
differenzieren, so daf} vier zweite Ableitungen moglich sind, ndmlich

i(@):a_zz':z i(ﬁ):a_zz
dx \dx/ — ox2 = T oy \0y/ — 3y

aber auch ,gemischt”

Zyy

o (o) o, @ (o)

dy \dx/  dydx ox \oy/ ~ oxdy

Dabei gilt (hier ohne Beweis) der Satz von Schwarg iiber die Vertauschbarkeit der gemischten
zweiten partiellen Ableitungen,

9%z _ 0%z
0xdy dydx |
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Beispiel Wir betrachten noch einmal die Funktion z = f(x,y) = %, deren erste Ablei-
Xty

tungen wir oben berechnet haben. Wir erhalten mit Hilfe der Quotientenregel

0 <8z> :(x+y)2—y'2(x+y)=x2+;)ej+y2—;xf—2y2 _ x2—y?

ay \ax (x +y)* (x+y)* T (x+y)
X—=y

CERNE

und

i(@)_—(x+y)2+x-2(x+y)_—xz—;)kj—y2+2x2+;)ef_ x?—y?
dx \oy/ e+ y) - Cx +y)* ety
x—y

= Ubereinstimmung .
(x+y)?

6.2. Geometrische Interpretation:
Tangentialebene und Normalenvektor einer Fldche

Die geometrische Bedeutung der Ableitung einer Funktion mit einer Variablen an einem be-
stimmten Punkt ist der Anstieg der Tangente in diesem Punkt. Bei zwei Variablen haben wir
nun zwei Tangenten, welche die Tangentialebene in einem Punkt P, aufspannen. Die Gleichun-
gen der beiden Tangenten im Punkt P, sind

20|~

Py

Wir schreiben die Gleichung der Tangen-
tialebene nun in der Form

auf, explizit

ny(x —xo) +na(y —¥o) +n3(z—20) = 0.
Der Vergleich mit den Tangentengleichungen ergibt

of

x=xg: ny(y—Yyo)+nsg(z—2)=0 — ny=—-—| , ng=1
3}’130
of

Yy=Yyo: mx—xg)+nsg(z—3z)=0 — m=-—z7 3=1.
Xpo

Der Normalenvektor der Tangentialebene im Punkt P, ist also

of | z_of

k.
ox |p, dy J

Py

-
n=-—
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Die geometrische Interpretation der partiellen Ableitungen ist nun offensichtlich. Sie sind
die Komponenten des Normalenvektors der Tangentialebene im Punkt P,. Die Gleichung der
Tangentialebene, interpretierbar als die lineare Approximation von z = f (x, y) im Punkt P, ist

of of
(oo (4

was wieder in Gestalt eines Skalarproduktes, ndmlich

)(J’—J’o)‘i‘(Z—zo):O,

Py

. 7+%) (= x0)T+ (y = yo)i + (2 —20)K] =0
Py

geschrieben werden kann. Die Struktur dieser Gleichung &hnelt der Reisegleichung. Insbeson-
dere ist der erste Faktor wieder ein Vektor, dessen Komponenten raumliche Ableitungen einer
skalaren Funktion sind.

Beispiel
Die obere Einheits-Halbkugel wird beschrieben

durch
p=f(x,y)=/1-x2—y2.

Wir erwarten, dass der Normalenvektor i die-
ser Flache in jedem Punkt P, parallel zum Ra-
diusvektor 7 ist. Die Berechnung von i ergibt

of _1 x| _ X
m xlp, 2\/1—x2—y2 Py 20
und
G| _ X
9y lp, 2o
Damit ist X
=207+ 2074 %,
20 20

woraus nach Multiplikation mit z,, die keine Anderung der Richtung bewirkt, wie erwartet
ﬁ = X0?+ y0;+ Zok = ?0

resultiert. Dazu ist aber anzumerken, dal} auf dem Einheitskreis selbst die Halbkugel zwar
definiert (x? + y2 = 1, 2 = 0), aber nicht differenzierbar ist, da wir nicht wissen, wie wir dort
auf eindeutige Weise eine Tangentialebene anlegen sollen.

6.3. Richtungsableitung und Gradient

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage zuwenden, welchen Zuwachs eine Funktion
% = f(x,y) erfahrt, wenn wir einen Schritt in der (x, y)-Ebene gehen, der nicht parallel zur
x- oder y-Achse verlduft, sondern in Richtung des Einheitsvektors § = cos® - i + sin - j.
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YA Wenn die Tangentialebene die Funktion in ei-
ner Umgebung des Punktes P, approximiert, ist
(siehe Gleichung der Tangentialebene)

A
Y Azmg—fonLgAy i
X

oy As
Az Of af

— &~ —cosU + —sin.
As Ox dy

As

Ax

Sy

Ax Wir definieren die Richtungsableitung

As

dz . Az Of of .
. A £ = lim 22 =2 cos 9+ L sin |.
sind = =Y ds Ao As  ax dy S
s

Das ist wieder als Skalarprodukt

cost =

%_(ﬁ-! ﬁ~> > >
& 8xl+3yJ (cosﬁ i+sin? f)

schreibbar, und wir erkennen die strukturelle Ahnlichkeit zur Reisegleichung.

Diskussion Wir untersuchen Spezialfille der Richtungsableitung.

a) Wir legen den Schritt As in der (x, y)-Ebene einmal parallel zur x-Achse, dann parallel
zur y-Achse.

* #=0 (entsprechend As = Ax und Ay = 0): Die Richtungsableitung in Richtung
der x-Achse ist

dz_a_f

ds 9dx’

e 9=" (entsprechend As = Ay und Ax = 0): Die Richtungsableitung in Richtung
der y-Achse ist

dz_ﬁ

ds  ay’
b) Wir stellen die Frage, in welcher Richtung ¥;, vom Punkt P, aus eine Hohenlinie verlauft.

dz
Hohenlinien sind Linien konstanter Hohe, also durch Fi 0 bestimmt. Die Bedingung
s

% = fy cos Uy, + f) sinty, =0
fiihrt auf
tanty, = _fx ,
fy

wobei in die Ableitungen die Koordinaten des Punktes P, einzusetzen sind.
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¢) In welcher Richtung ,, ist der Anstieg (Zunahme oder Abnahme der Hohe) maximal?
Wir haben die Extremwertaufgabe

d ( dz> _ . L
A fx sinty, + f, cos ¥, =0
zu 16sen und erhalten

tan?,, = &

fx

Zusammen mit dem Resultat von b) ist
tan, - tand,, = —1.

In Worten: In jedem Punkt des Hohenliniendiagramms steht die Richtung des steilsten
Anstiegs senkrecht auf der Richtung der Hohenlinien.

Wir betrachten nun das Skalarprodukt in dem Ausdruck fiir die Richtungsableitung. Schlief3t

of - 9f- - -
der Vektor (%l + % j ) mit dem Einheitsvektor 5 = cosi + sin1j den Winkel ¢ ein, ist
dz |0f- Of-
— ==+ —7]- .
& ' 5‘xl 3y j|-cos¢

Anstieg <% > O) und Abfall (% < O) sind somit fiir ¢ = 0 und ¢ = © maximal, wenn wir
s s
of > of

unsere Schritte in bzw. entgegen der Richtung des Vektors a—?+ 8_-: lenken.
X y
Diesen Vektor nennen wir den Gradient von f und

y schreiben dafiir

grad f of. of

df = —i+—=—j |
gradf ax T3y’

Ay Bei zwei unabhéngigen Variablen x und y ist der

Gradient also ein zweikomponentiger Vektor in

9 der (x, y)-Ebene. Er wird von einer skalaren Funk-

Ax tion gebildet, und seine Komponenten sind die

X partiellen Ableitungen dieser Funktion nach den
Koordinaten x und y.

Wy

Anmerkung Wegen der Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen besteht zwi-
schen den Komponenten des Gradienten der Zusammenhang

e = (5)

Daher kann nicht jeder Vektor V = v1?+ vzf als Gradient einer skalaren Funktion darstellbar

sein, sondern nur, wenn
a V1 3 Vo

dy  dx’
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erfullt ist.

Wichtige Formeln dieses Abschnitts lassen sich bei Verwendung des Begriffs ,,Gradient” in der
Form

dz
= —%.orad
& s-gradf
fiir die Richtungsableitung und
dar _ V-gradT
a8

fiir die Reisegleichung aufschreiben.

Differenzen und Differentiale Wir verallgemeinern hier die Diskussion iiber den Unter-
schied zwischen Differenzen und Differentialen fiir den Fall von zwei unabhingigen Variablen.
Dazu definieren wir fiir beide unabhdngige Variable die Differentiale dx und dy durch

dx=Ax und dy=Ay.
Fiir die abhdngige Variable ist die Differenz der Funktionswerte
Af :f(x+AX,Y+AJ’)_f(X,J’)

Fiir die Tangentialebene anstelle der Funktion selbst entspricht diese Differenz dem vollstdn-
digen oder totalen, aus zwei Beitrdgen zusammengesetzten Differential

df=ﬁdx+ﬁdy=gradf-d? .
dx Jy

Der Unterschied Af — df ist, geometrisch gesprochen, der vertikale Abstand zwischen der
Flache und der Tangentialebene, die die Flache im Punkt P(x, y) approximiert.

Gegeniiber der Situation mit einer unabhangigen Variablen entsteht hier eine neue Frage, ndm-
lich: Wann ist ein Differential A(x, y)dx + B(x, y)dy vollstindig? Ein Vergleich mit dem voll-
standigen Differential df ergibt: Ein Differential ist vollstdndig, wenn eine Funktion f (x,y)
existiert, so daf}

of of

Alx,y) = F und B(x,y)= 3y

Aus dem Satz {iber die Vertauschbarkeit der gemischten zweiten partiellen Ableitungen ergibt
sich daraus die Integrabilitdtsbedingung

oa_os
dy dx’

die sich tiberpriifen 143t, ohne die Funktion f (x, y) zu kennen.

Das gleiche Kriterium hat dariiber entschieden, ob ein vorgegebener Vektor als Gradient
einer skalaren Funktion geschrieben werden kann. Mit anderen als den raumlichen Variablen
definiert in der Thermodynamik diese Bedingung den Unterschied zwischen Zustands- und
Prozef3gro3en.

Wir gehen hier nicht der Frage nach, wie man die Funktion f (x, y) bestimmt, falls die Inte-
grabilitdtsbedingung erfiillt ist.
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6.4. Beispiele

a) Wir berechnen den Gradienten der Funktion

2 2
_ _x .y
z=f(x,y)= 07 6
und erhalten X y
df ==i+2j
gradf = Zi+ 2]

<

Anschaulich ist z = f(x, y) ein nach

oben geoffnetes, elliptisches Parabo- \\§§\

/

%

W
N

loid. Wir berechnen das Gradienten-
feld fiir diskrete Punkte, z.B.

-

§2
\

A TR

\ 53333
'R
AN

. AN AN
8radf|(o,o) =0 —_— W
X~ -.—<—<—<—.—<—<— X
grad f |, 0) = =1 23 2 -1 o 2 3 a4
’ 5 a—a & P 1 A ATa
grad f o ) = Xf' X FFF :

s
/77/7

P
o

—aa e s P
/

3 /////b
gradf|(1,1) = %?"' %; %//
Zeab

-+

yz
Das Gradientenfeld grad f = £i + %
b) Wir fragen, ob der Vektor
L Ye X-
V="0——
2i 73
ein Gradient ist. Die Antwort lautet ,,nein“, denn es ist
o [y 1 0 b'e 1
= (2) =5, aber —(-3)=—.
dy \2/ " 2 ox \ 2 2
c) Die Temperatur auf einer Herdplatte sei fiir x, y # 0 durch
Ty Ty

T=—_0 _20

Vx24+y2 T

AL

/J x «
weg".
T=const 9Um nicht einmal in Gedanken einem Tier wehzu-

Vvor.

gegeben. Wir stellen die Frage: In welcher
Richtung muss ein Kéfer ¢ laufen, damit er
r der Hitze am raschesten entkommt? Die er-
wartete Antwort ist ,radial vom Zentrum

tun, stellen wir uns einen Roboter in Kéfergestalt
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d)

Es ist T T
gradT = ——g(x?+ yj)= ——27"
r r

die Richtung des steilsten Temperaturanstiegs. Somit ist die Richtung des steilsten Abfalls

—grad T o< 7.

Um ein Beispiel fiir die Reisegleichung zu geben, stellen wir uns das folgende Szenario
vor: In dem leeren Raum unter einer Planetariumskuppel fahren wir in einem Auto-
scooter, wobei der Stromabnehmer die Kuppel dauernd von innen beriihren soll. Dann ist
die Frage: Welche Anderung der Linge h des Stromabnehmers findet zu einer bestimmten
Zeit wahrend seiner Bewegung statt?

Die Planetariumskuppel beschreiben
wir als die Halbkugel >

x2+y?+22=R?*, 2>0.

Die Hohe, bis zu der der Stromabneh-
mer ausfahrt, ist

h=2z(x,y)=+/R>—x2—y2.

Die Hohenlinien h = hy = const sind
Kreise

x2+y2=R2—h(2), hy <R. v
Wir haben nun nach der Reisegleichung
% =V-gradh
zu berechnen.
* Der Gradient . . o
—2xi—2yj Xi+Yyj

gradh = =—
2\/R2—x2— y2 /R2 —x2—y2

zeigt an, dal in jedem Punkt innerhalb der kreisférmigen Berandung der Kuppel in
der (x, y)-Ebene die Richtung des steilsten Anstiegs der Kuppel die radiale Richtung
auf den Mittelpunkt zu ist.

* Der erste Weg soll auf einer in die Ebene projizierten Hohenlinie entlangfiihren,
also auf einem Kreis mit dem Radius a < R. Dieser Kreis soll mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit «w = const durchfahren werden. Wir erwarten, dal$ sich die Hohe

nicht dndert, also R = 0 herauskommt.

Eine Parametrisierung dieses Weges ist
F=xi+yj=acoswt-i+asinwt-j
mit der zugehorigen Geschwindigkeit

V=F=—awsinwt-i+awcoswt-j.
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Damit ist
dh —awsinwt - acoswt + aw cos wt - asinwt
— =V-.gradh=— .
\/R2 — a2(cos2 wt + sin® wt)

dt

@’ (sinwtcoswt — ¢ mwt)=0

= — Wt — cosewtsinot) =
1/R2—a2

das erwartete Ergebnis.

* Auf dem zweiten Weg soll der Autoscooter den Durchmesser der Halbkugel entlang
der x-Achse mit der konstanten Geschwindigkeit vy durchfahren. Er soll sich also in
Richtung des steilsten Anstiegs und Abfalls bewegen. Eine Parametrisierung dieses
Weges ist

.. 2R
x=0, y=vt—R fir 0<t<—
Vo

mit dem Vektor der Geschwindigkeit V = vof, (v = const). Damit ist
VoY _ vo(vot —R)
VR?—y? \/BZ—(vgtz—ZvoRtth)'
Die Hohenédnderung fiir den zweiten Weg ist also
dh Vo(R—vpt)
dt /R D)

und damit fiir spezielle Werte von t:

h
%zﬁ'gradhz—

2R dh
t=0,t=—: |—|—> 00, (Rand der Halbkugel)

VO dt
R dh

t=—: — =0, (Mittelpunkt der Halbkugel)
VO dt
R dh

tS—: —=20.

= VO dt <

Wir erkennen, daf® in der ersten Hilfte der Bewegung die Linge des Stromabnehmers zu-
nimmt, in der zweiten Hilfte abnimmt. Beim Uberfahren des Mittelpunktes der kreisformigen
Bodenflédche ist die Hohendnderung stationir; die Lange des Stromabnehmers erreicht ihr Ma-
ximum. Dal} am Anfang und am Ende der Bewegung formal ,Unendlich“ herauskommt, liegt
daran, daf wir die Bewegung direkt auf dem Rand der Halbkugel beginnen und enden lassen
wollten, wo der Stromabnehmer nur die Linge Null haben kann.

Es ist lehrreich, das letztgenannte Beispiel noch einmal zu durchdenken, und zwar mit der
Vorstellung, dal? ein Kletterer sich aul3en auf der Planetariumskuppel bewegt, als ob diese ein
besonders einfach geformtes Gebirge wire. Der Kletterer moge nun, an irgendeinem Punkt
auf der Kuppel stehend, nach der Richtung des steilsten Anstiegs fragen. Der Gradient bleibt
unverandert, denn er ist ja eine Eigenschaft der Kuppel. Er ist ein zweidimensionaler Vektor,
der — wie die waagerecht gehaltene Kompafnadel — dem Kletterer sagt, dafy er in Richtung
des Mittelpunktes des ,Breitenkreises“ gehen soll, auf dem er gerade steht.

Unter der Kuppel in der ,,Aquatorebene mit dem Autoscooter fahrend, konnten wir dieser
Vorschrift folgen. Wir konnten ihr auch folgen, wenn das ,,Gebirge” ein Temperaturgebirge
wiére.
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In der Situation des Kletterers ist der Weg in der Ebene des Breitenkreises aber durch die
Kuppel versperrt. Daher muf3 der Kletterer ,bergauf‘ gehen. Wenn er nach einem Schritt die
gleiche Frage wieder stellt, wird er im Fall der halbkugelférmigen Kuppel die gleiche Antwort
erhalten, so dal$ er Schritt fiir Schritt auf einem ,Langenkreis“ zum ,Nordpol“ schreitet. Das
bedeutet jedoch nicht, da® der Gradient nun ,bergauf” zeigt; er bleibt ein zweidimensionaler
Vektor in der (x, y)-Ebene.

Will der Kletterer gar nicht auf- oder absteigen, wird er sich erinnern, dal die Héhenlinien
senkrecht zum Gradienten verlaufen. Er wird auf einem Breitenkreis wandern.

6.5. Der Gradient in drei Dimensionen

Bisher betrachteten wir die Flache z = f (x, y) und den Gradienten

_O0f- Of-
grad f = 8xl+8yj’

der senkrecht auf den Niveaulinien f (x, y) = const steht. Nun definieren wir die von x, y und
z abhédngige Funktion
g(xzyﬂz) =Z_f(X,}’)

und fassen auch z als unabhingige Variable auf. Die Bedingung g(x, y,z) = 0 bringt uns auf
die urspriingliche Flache zuriick. Die Funktion g(x, y,2) hat den Gradienten

Jdg» Jg-» 0g- of > 9f -+ -
dg=—i+—j+——k=—7=i——j+k.
gracs 8xl+8y1+8z ox' 8y1+

Ein Vergleich mit dem Normalenvektor einer Tangentialebene ergibt
fn=gradg,
und die Gleichung der Tangentialebene ist
(f—7y)-gradg =0.

Der dreidimensionale Vektor grad g steht also senkrecht auf Niveaufldchen g(x,y,%) = const
so, wie der zweidimensionale Vektor grad f senkrecht auf Niveaulinien f (x, y) = const steht.
Es besteht der Zusammenhang

grad g = —grad f +k.

Beispiel ,,Schiefe Ebene“ Das Beispiel der schiefen Ebene soll den soeben gefundenen Zu-
sammenhang zwischen den Gradienten in zwei und drei Dimensionen illustrieren.

Wir legen die Ebene so, daf3 sie die x-Achse nicht schneidet.
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Die Achsenabschnittsgleichung dieser

Ebene ist dann fir alle x
Yo %o

Das ist gleichbedeutend mit

Hohenlinien z2=f(x,y)= _Z_O.y + 20

Yo
=—tana-y +2;.

xr Richtung des .
steilster% Der Gradient

Anstiegs

gradf = —tana-j

ist unabhingig von x und y, was fiir die Ebene nicht anders zu erwarten war. Er steht senkrecht
auf den Hohenlinien, die parallel zur x-Achse verlaufen.

Aus g(x,y,2) =2—f(x,y) =2—zy+tana-y

erhalten wir z

20

ﬁ=gradg=tana~]7+7<), ~
7l

was wiederum unabhingig von x und y ?75
ist. Der Vektor grad g ist der Normalenvek- o \aﬂi
tor der schiefen Ebene g(x,y,z) = 0 und 7o —y
damit aller parallel verschobenen Ebenen rp—

g(x,y,z) = const.

Fiir die Physik wichtige Gradienten: Besonders im Zusammenhang mit dem Coulomb-
Gesetz der Elektrostatik und dem Newtonschen Gravitationsgesetz treten die beiden nach-
folgenden Gradienten sehr haufig auf.

a)
gradr = grad \/x2 + y2 + 22
1 - - o 7
=—(xi+yj+zk):£, |gradr| =1
r r
b)
1

1
grad — = grad
r

VX2 +y?+22

1 - - - [ 1 7
=—r—3(x1+y] +Zk)__r_3__2 (——),
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7. Rechnen mit kleinen Grof3en

Das Rechnen mit kleinen Grof3en spielt in der Physik u.a. wegen der begrenzten Mel3genauig-
keit in der Fehlerrechnung eine Rolle. Mindestens ebenso wichtig und interessant ist aber das
Verhéltnis von Theorien zueinander. So ist die klassische Mechanik der Grenzfall der Speziellen
Relativitdtstheorie, wenn die Geschwindigkeit v klein gegentiber der Lichtgeschwindigkeit c ist
((v/c) < 1), und wenn es in der Quantenmechanik um Drehbewegungen geht, ist sie Theorie
Kkleiner Drehimpulse. In diesen Fillen sind Ndherungsformeln interessant und oft ausreichend,
wobei es von den Bedingungen der Aufgabe abhingt, welches dimensionslose Verhaltnis wir
als ,klein gegen Eins“ ansehen wollen.

7.1. Vorbereitende Beispiele

In der Speziellen Relativitatstheorie treten typischerweise die Lorentz-Faktoren

auf. Konnen wir Naherungsausdriicke fiir die Wurzeln finden, wenn (v/c) < 1 ist? So betragt
beispielsweise die Bahngeschwindigkeit der Erde um die Sonne v = 30 km/s und das Verhéltnis

v —4
-=107"K1
c

kann sehr oft als klein gegen Eins angenommen werden.
2

Beginnen wir zunéchst mit binomischen Ausdriicken, wobei x < 1 sein soll, z.B. x = -
c

a) In dem binomischen Ausdruck
(1+x)?=1=42x+x>

ist x2 der kleinste der drei Summanden, den wir nun gegeniiber den beiden anderen
vernachldssigen wollen. Dann erhalten wir die Naherungsformel

(1£x)?~1+2x.
(Beispiel: x = 107*, also x2 = 1078 <« 2x)

b) Um die entsprechende Formel fiir +/1 £ x zu finden, setzen wir +/1 £ x = y, also y? = 1+
x. Mit der gleichen Berechtigung, mit der wir soeben das quadratische Glied weggelassen
haben, fiigen wir es nun als quadratische Ergdnzung hinzu,

2

9 x x\2
y ml:l:x+—=(1:l:—> .
4 2
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Wir erhalten damit zunéchst
y I

und schlieflich die Ndherungsformel

X
Vl:l:x%l:ta.

finden wir durch Polynomdivision. Diese ergibt

¢) Den Naherungsausdruck fiir
1:(1+x)=1Fx+x*F...
—(1£x)

FXx
—(Fx—x?)
x2

Bei Beschrankung auf Terme, die in x linear sind, erhalten wir die Ndherungsformel

— =~ 1Fx.

1+x
schreiben wir mit dem oben definierten

+ x

X

d) Zur ndherungsweisen Berechnung von
1 nach c)
1+ —.

y

Die Ergebnisse a) ... d) konnen wir in der einen Ndherungsformel
1xx)"'~1+tnx fir n=-1,2, :tE

zusammenfassen. Dieses Ergebnis ist nicht auf die genannten Exponenten beschréankt. Fiir die

Lorentz-Faktoren haben wir schlieRlich

1 VZN 112
2 2 c2
und
1 1v2
—~1+——2.
2 2¢c

C2
Es stellt sich nun die Frage, ob es unabhingig von binomischen Ausdriicken ein allgemeines

Verfahren gibt, das fiir eine gegebene Funktion f (x) eine Ndherungsformel liefert.
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7.2. Taylor-Reihen und Taylor-Polynome

Wir machen fiir eine Funktion f(x), die stetig und beliebig oft differenzierbar ist, also weder
,Sprungstellen“ noch , Knickstellen“ hat, den Potenzreihenansatz

f(x)=ag+ayx+ax*>+....
In einem der Einfiihrungsbeispiele haben wir fiir f(x) =v1—x: qay=1,a; = —%.

Wir bestimmen nun die Entwicklungskoeffizienten a; wie folgt:

f(x) =ay + a;x + a,x*> + asx® + azxt +
fl(x)= a; +2ax + 3 az;x? + 4aux3 +
f(x)= + 2 a, +2-3a3x + 3-4ax? +

fx)= + +2-3a; +2-3-4ax +

Fiir x = 0 lesen wir f (0) = ay, f'(0) = a;, f”(0) = 2a,, f"/(0) = 2-3a; usw. ab. Die allgemeine
Bildungsvorschrift lautet demnach

f(n)(0)=1'2-3 ..... n-an:n!.an.

Fiir die Entwicklungskoeffizienten haben wir also

a,= ()
n!

gefunden, so daf$ unser Potenzreihenansatz in

, 1., S fMO)
fG)=F0)+f(O)x + - f (0)x2+---=; — = x

iibergeht.
Anmerkungen Wir kommentieren dieses Ergebnis mit einigen Anmerkungen.
* Mit dem allgemeinen Potenzreihenansatz
F(x)=ag+ay(x—xp)+ay(x—x)*+...
ergeben sich die Koeffizienten nach dem gleichen Verfahren zu
1
a, = _,f(n)(xo) .
n!

Damit ist

Xo)n .

(n)
f ('xo) (x—

n

£ = £ Gx)+ £ Cx)(x = x0) + 5 F () — )P - = >
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Diese Entwicklung der Funktion f (x) an der Stelle x, in eine Potenzreihe heif3t Taylor-
Reihe. ! Bricht die Taylor-Reihe bei einer Potenz mit dem Exponenten n ab, geht sie in
ein Taylor-Polynom n-ten Grades iiber.

* Ein Konvergenzbeweis wurde hier nicht gefiihrt. Es ist zu beweisen, daf3 die Taylor-Reihe
eine Funktion f (x) wirklich darstellt (Restgliedabschatzung).

¢ Den Unterschied zwischen Differenzen und Differentialen konnen wir nun mit Ax =
(x — x) quantitativ in der Form

1 1
Af =df + Ef”(Xo) -(Ax)* + gf”’(ch) (Ax)+...
fassen, wobei anstelle von Ax auch dx geschrieben werden darf.
* Das Taylor-Polynom 1. Ordnung

F(x) = f(xp) + f(x0)(x — x0)

ist die lineare Approximation von f(x) an der Stelle x,, geometrisch gesehen die Glei-
chung der Tangente in x.

* Das Taylor-Polynom 2. Ordnung,

£ = £ (o) + /(o) = x0) + 2 £ (o) x = xo P

ist im Falle eines Extremums, wo f’(x,) = 0 gilt, die Approximation von f (x) in x, durch
eine Parabel. Fiir f”(x,) > 0 ist die Parabel nach oben geoffnet; es liegt ein Minimum
vor. Fiir f”(x,) < 0 ist die Parabel nach unten geéffnet; es liegt ein Maximum vor.

7.3. Die Kleinwinkel-Ndherung und nochmals zur Eulerschen
Formel

1. Schritt: MacLaurin-Reihe fiir f(x) = sinx
Wir entwickeln die Sinus-Funktion an der Stelle x = 0 in eine Potenzreihe,

f(x)=sinx, f(0)=0

f'(x)=cosx, f'(0)=1
f"’(x)=—sinx, f”(0)=0
Ff"(x)=—cosx, f"(0)=-1

und erhalten

x3 x°

sinx =x——+——
6 120

!Die Taylor-Reihe fiir x, = 0 wird oft, aber nicht konsequent, als MacLaurin-Reihe bezeichnet.
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Das Ergebnis enthilt nur ungerade Potenzen von x, wie es auch sein muf3, da die Sinus-
Funktion eine ungerade Funktion ist.

Der erste Summand fiir sich genommen ist die Tangente der Sinus-Funktion bei x = 0, eine
Ursprungsgerade mit dem Anstieg 1 (Anstiegswinkel 45°).

\ A .
24 7
\ 'c'
\ K
\ K4
\ 16 K3 =
A N
\ \ e -
\ R y .
e N
N A 0,8 2 =
\\ \ ’ 2 b N
N \ ¥ N AN
1N
N
\\\\ AY / * \| \\
\ \‘ \ A N \\
4 3,2\‘\‘\ -2 1,6 0,8 v 0/8 16 24\ 3 N 4
\ x M\
.Y
\
\\\ N vl \\ \
* § ’/" y—-ci (x) \ h,
~SE L o \ S
G
. . 04 B T O 3 \ \
B Y=X176 \
* 4 3 ) \
a i ' YFX176 T 120] \
B . I R !
.’ - ——-— | YTX976 t 120~ 35040 )
0" .
K =24 1)
K

Taylor-Polynome der Sinus-Funktion
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Physikalische Anwendung: Fadenpendel Wir erklédren hier die Bedeutung kleiner Ausschla-
ge fiir die Losung des Bewegungsproblems beim Fadenpendel.
* Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus {my =
—mg sin ¢ zu

Lp+gsing =0.

Das ist eine nichtlineare Differentialgleichung 2.
Ordnung, da sie die Sinus-Funktion enthalt. Sie ist
nicht leicht zu 16sen.

* In linearer Naherung der Sinus-Funktion (kleine
Ausschlége),
sinp ~ @,

entsteht die sehr leicht losbare lineare Differenti-
algleichung 2. Ordnung

. 8
+=¢=0.
¥ E‘P

Die Gleichung zu 16sen bedeutet, die Antwort auf die Frage zu finden: Welche Funktion ¢(t)
reproduziert sich bei zweimaliger Ableitung bis auf eine Konstante selbst. Wir befassen uns
hier nicht mit der Losung, sondern diskutieren, fiir welche Pendelausschlége die lineare Nahe-
rung gerechtfertigt ist. Dazu vergleichen wir fiir zwei Ausschlége den Winkel ¢ im Bogenmayfs
mit sin ¢,

¢=5": ¢=0,08727; sinyp =0,08716
¢=10": ¢ =0,17453; siny =0,17365.

Wir erkennen, dal$ fiir Ausschldge von 5° drei Nachkomma-Stellen iibereinstimmen, bei 10°
nur noch zwei. Wir haben anhand einer konkreten Aufgabe zu entscheiden, was noch ak-
zeptiert werden kann. Allgemein gilt die ,Faustregel“, dald bis zu Ausschldgen von 5° die
Kleinwinkel-Ndherung anwendbar ist.

2. Schritt: MacLaurin-Reihe fiir f(x) = cosx
Die Reihenentwicklung fiir die Cosinus-Funktion ergibt sich iiber die Zwischenschritte

f(x)=cosx, f(0)=1
f'(x)=—sinx, f(0)=0
f(x)=—cosx, f"(0)=-1
f”(x)=sinx, f”(0)=0

zu

2 x4

cosx=1——+——...
2 24

Erwartungsgeméal? kommen darin nur gerade x-Potenzen vor, da die Cosinus-Funktion eine
gerade Funktion ist.
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A
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Taylor-Polynome der Cosinus-Funktion

Das Absolutglied beschreibt, fiir sich genommen, eine Parallele zur x-Achse bei f(0) = 1.
Die Tangente an die Cosinus-Funktion verlduft bei x = 0 waagerecht; die Funktion hat dort
ein Maximum. Dementsprechend beschreiben die ersten beiden Glieder der Reihenentwick-
lung zusammengenommen eine nach oben verschobene, nach unten geoffnete Parabel.

3. Schritt: MacLaurin-Reihe fiir f(x) = e*
Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion mit der Basis e gestaltet sich besonders ein-
fach, da sich diese Funktion bei jedem Ableitungsschritt reproduziert. Wir haben

fx)=e*, f(0)=1
fly=e*, f(0)=1

und erhalten

N x?  x3 — x"
e =1+x+—+—+---= — |
2 6 ~ n!

Dieses Mal kommen sowohl gerade als auch ungerade Exponenten vor; die Exponentialfunk-
tion ist weder gerade noch ungerade.

Aus den ersten beiden Summanden der Reihe 148t sich die Gleichung der Tangente im Punkt
x = 0 ablesen. Sie ist diejenige Gerade, die auf der Ordinate um eine Einheit nach oben
verschoben ist und den Anstiegswinkel 45° hat.
4. Schritt: Eulersche Formel

Wir ersetzen x — ix mit i> = —1, i> = —i usw. und erhalten
; . 1 1,
e =14ix—=x2—Zix3+....
2 6
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Taylor-Polynome der Exponential-Funktion

Nun fassen wir Real- und Imaginérteil fiir sich zusammen (Standard-Darstellung) und identi-
fizieren die Reihenentwicklungen der Cosinus- bzw. Sinus-Funktion. Das Ergebnis ist die Eu-
lersche Formel,

. 1 1
e = (1—§x2+...)+i <x—6x3+...> =cosx +isinx.

vV
cos X sin x

7.4. Lineare Approximation und Fehlerfortpflanzung

a) Eine Variable: y = f(x)

Wir betrachten das Taylor-Polynom 1. Ordnung, d.h. die lineare Approximation

FG) = f(xo)+ f(x0) - (x — xo)

von f(x) in x,. Die Ersetzung der Funktion durch ihre lineare Approximation ist gleich-
bedeutend mit Af = df.

Wir schreiben statt dy = f’'(x) - dx = f’(xg) - Ax auch Ay = f’(xy) - Ax. Damit
koénnen wir abschitzen, welche Auswirkungen geringfiigige Anderungen der unabhén-
gigen Variablen (,,Fehler") auf die abhédngige Variable haben, also wie sich der Fehler Ax
fortpflanzt. Dies ist die Grundlage der Fehlerrechnung.

3

N an 5 .
Beispiel Das Volumen V = ?r einer Kugel

Eine kleine Anderung Ar des Kugelradius’ werde durch Wiarmeausdehnung verursacht.
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b)

Hier sprechen wir natiirlich nicht von einem ,,Fehler”, fragen aber nach der daraus re-
sultierenden Volumeninderung. Es ist

AV = —Ar=4nr<-Ar.
dr

Dies ist das Produkt ,,(Kugeloberfldche) - (Dicke der Kugelschale)“, die wir uns bei der
Vergroerung r — r + Ar entstanden denken koénnen, oder einfach ,,(Grundflache) -
(Hohe)“. In dimensionslosen, relativen Gré3en, bezogen auf Volumen und Radius, ist ist

AV Ar

— =3.—,

\% r

wonach die relative Volumenidnderung um den Faktor 3 grof3er als die relative Radius-
dnderung ist. Dieser Faktor reprédsentiert die drei Raumdimensionen.

Zwei Variable: 2z = f(x,y)
Die lineare Approximation (Gleichung der Tangentialebene) ist durch

2= 2o+ fi (X0, ¥o) - (x —x0) + f,,(x0, ¥0) - (y = ¥o)
gegeben. Indem wir Af = df setzen, ersetzen wir die Funktion durch ihre lineare Ap-
proximation. Die Anderung
Az = fy(xp, o) - Ax + f,(x0,¥0) - Ay

von gz ergibt sich demnach durch einfache Addition der von x und y hervorgerufenen
Anderungen.

Beispiel Messung der Schwerebeschleunigung g durch kleine Pendelschwingungen
Die Dauer von Pendelschwingungen mit kleinen Ausschldgen (siehe oben) ist

T=2n\/z.
g

Daraus kann die Schwerebeschleunigung g durch Messung der Pendelldnge ¢ und der
Schwingungsdauer T bestimmt werden,
2 b

T2'
Beide Messungen seien mit Fehlern A¢ und AT behaftet. Diese wirken sich auf die zu
messende Schwerebeschleunigung gemaf

og og 2(1 1 ) <AZ AT)
A= 870+ S8 AT —am?(ar—2 b AT) =g (B AT
§=3¢A 37 4\ A2 &

g=4n

aus.
Der relative Grofstfehler (Betrag!) ist
. =

Der Faktor 2 in diesem Ergebnis zeigt an, dal$ mehr Sorgfalt bei Zeitmessung als bei
Langenmessung notig ist.

A
r ‘A_e’Jrz'ﬂ .
! T
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8. Integralrechnung

Differenzieren ist ein Handwerk,

Integrieren eine Kunst.

UNBEKANNT

Gott kiilmmert sich nicht um unsere
mathematischen Schwierigkeiten. Er

integriert empirisch.

ALBERT EINSTEIN

8.1. Integration als Umkehrung der Differentiation.

Das unbestimmte Integral

Wir stellen eingangs die Frage: Was ist die Funktion F(x), deren Ableitung f(x) = F'(x)
gegeben ist?

Beispiel Von welcher Funktion F(x) ist f (x) = x* + 6 die Ableitung?
Aus der Differentialrechnung ist bekannt, dal} die Ableitung von Potenzfunktionen den Expo-
nenten um 1 erniedrigt. Unser erster Versuch auf der Basis dieser Regel ist

e Erster Summand:

d s 4
—x> =5x".
dx

Dieses Ergebnis ist um den Faktor 5 zu grof3.

e Zweiter Summand:

Die Funktion 1
F(x)= gxs + 6x

hat die vorgegebene Ableitung, denn es ist

F’(x)zd—i (%x5+6x> =x*+6.
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Sie ist aber nicht eindeutig, denn es darf eine Konstante C = const additiv hinzugefiigt wer-
den, ohne dal} dadurch die Ableitung wieder verfalscht wird. Die gesuchte Funktion ist also
allgemein

1
F(x)=gx5+6x+C.

Wir schreiben fiir diese Umkehroperation des Differenzierens !

ff(x) dx=F(x)+C

und nennen dies das unbestimmte Integral der Funktion f (x). F(x) heilt Stammfunktion von
f(x). Es besteht der Zusammenhang

F'(x)=f(x) oder iff(x) dx = f(x).
dx

Herkunft und Bedeutung dieser Symbolik werden im néchsten Abschnitt erlautert.

Wir kénnen nun das Einfithrungsbeispiel verallgemeinern und mit Hilfe dieser Symbolik

xn+1
Jx"dx: +1—|—C, n#-—1
n

schreiben, denn es ist

d n+1 1
— (x + C> = (n+ 1)x(”+1)_1 =x".
dx \n+1 n+1

Weitere Grundintegrale lassen sich sofort angeben, indem wir die Tabelle mit den Ableitungen
elementarer Grundfunktionen von rechts nach links lesen.

Beispiele
a)
d
Jexdxzex+C, denn: — (e¥+C)=¢e"
dx
b)
fsinxdxz—cosx+c, denn: di(—cosx+C)=—(—sinx)=sinx
x
9]
1 1
f—dx=1n|x|+C, denn: i(1r1|x|+C)=—
x dx x
d)

1 d 1
dx=tanx+C, denn: —(tanx+C)=
cos2 x dx cos2 x

!Diese Umkehroperation wird in der englischsprachigen Literatur auch als , Anti-Differentiation” bezeichnet.
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e)

! d inx+C, d d (arcsinx + C) !
——— dx =arcsinx , denn: —(arcsinx =—.
v1—x2 dx Vv1—x2

Wegen des Zusammenhangs arcsinx = 5 — arccos x kann das Ergebnis mit der neuen
Konstanten € = C + 5 auch in der Form (—arccos x + C) geschrieben werden.

Auf diese Weise konnen wir jedoch z.B. ftanx dx oder flnx dx nicht ablesen. Solche und
viele andere Integrale miissen mit noch zu entwickelnden Methoden separat ausgerechnet
werden.

8.2. Das bestimmte Integral

Wir behandeln in diesem Abschnitt den Riemannschen Integralbegriff. Dazu fragen wir nach
dem Inhalt A der Fléache, die zwischen dem Graphen der Funktion f (x) und der x-Achse liegt
und von zwei Parallelen zur y-Achse bei x = a und x = b begrenzt wird. Die Funktion f(x)
ndhern wir durch eine Stufenfunktion an, so da® sie in Intervallen Ax; = x; — x;_; Werte
f(¢;) = const hat, worin x;_; < ¢; < x; ist. Das bedeutet, dal} die gesuchte Flache durch
Rechteckflachen angendhert wird.

Bei einer Unterteilung des Intervalls [a, b]
in n Intervalle Ax; ist die Flache angenéhert

Y
n
Aym Y fle)- Ax;.
! ’ i=1
A
flen) == ol TT— Dieser Flacheninhalt kommt dem eigentlich
A T N I gesuchten umso niher, je feiner seine Unter-
i : | | | teilung in Rechtecke ist. Existiert der Grenz-
aix15w25x35x4ib T wert
€1 C2 €3 C4 Cp lim A,,
fe——= n—o00
Az (Ax;—0)
ist
b
Xo=a, Xp,= A= limAHZJ f(x)dx.
n—oo
Axi =X;i —X;1 a
Dann heif3t die Funktion f (x) integrabel (im
Riemannschen Sinne).
Das Symbol

b
J f(x)dx

heildt bestimmtes Integral. Es ist eine Zahl (,Flache*) und damit eindeutig bestimmt. Das be-
deutet auch, daf® die Integrationsvariable x eine ,stumme Variable“ ist, da sie im Ergebnis
nicht mehr vorkommt. Sie darf daher durch jedes andere Symbol ersetzt werden.

Nun wird auch die ebenfalls auf Leibniz zuriickgehende Formelsymbolik der Integralrechnung
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verstiandlich. ? Es entsprechen

— dem Summenzeichen das Integralzeichen, das an ein langgestrecktes S fiir ,,.Summe*
erinnern soll,

— dem Kkleinsten und dem gréRten Wert des Summationsindex’ i die Integrationsgrenzen
aund b,

— dem Koordinatenintervall Ax; das Differential dx, das einerseits angibt, beziiglich wel-
cher Variablen integriert wird, und das andererseits fiir den Summationsindex i steht,
denn es ist, sofern nicht anders angegeben,

b x=b
f fl)dx= f f(x) dx,

— den stiickweise konstanten Rechteckhéhen f(c;) die kontinuierliche Funktion f (x), die
wir die zu integrierende Funktion oder den Integranden nennen.

Bis hierher haben wir das Integralzeichen in zwei verschiedenen Zusammenhéngen benutzt,
die auf den ersten Blick nichts miteinander zu tun haben. Als unbestimmtes Integral stand
es flir die Berechnung der Stammfunktion, als bestimmtes Integral fiir die Berechnung eines
Flacheninhalts, ohne daf$ dabei von der Stammfunktion iiberhaupt die Rede war. Diese unter-
schiedliche Verwendung des gleichen Symbols ist nun noch zu rechtfertigen. Dafiir ziehen wir
ein Beispiel aus der Physik heran.

Zusammenhang zwischen bestimmten und unbestimmten Integralen Wir betrachten die
eindimensionale Bewegung auf einer geraden Linie. Es seien y(t) = F(t) der Ort und v =
A d .
AhmoA—}t/ = d_Jt/ = f(t) die Geschwindigkeit zur Zeit t, also F(t) = f(t). Nun soll y(t) aus
t—
v(t) rekonstruiert werden. Da F(t) die Stammfunktion von f (t) ist, haben wir

J’(t)=F(t)=Jf(t) de.

Fand die Bewegung z.B. zwischen dem Anfangszeitpunkt t; = a und dem Endzeitpunkt t; = b
statt, ist der zuriickgelegte Weg s = F(b) — F(a). 3 Die in dem unbestimmten Integral enthal-
tene Konstante C féllt bei dieser Differenzbildung heraus, so daf3 das Resultat eindeutig ist.

2Manche Autoren schreiben f dx f (x). Wir bevorzugen jedoch die Schreibweise f f(x) dx, da das Differential

dx auch als Begrenzung dafiir dient, was ,,unter dem Integral“ steht.
3Der Index i steht fiir , initial“, der Index f fiir , final“.
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Andererseits konnen wir den Weg s auch als

v Flacheninhalt in einem t-v-Diagramm auf-
fassen. Dann ergibt sich mit dem Riemann-
v(e) +————p1 schen Integralbegriff aus
| n
} s anZv(ci)-Ati
| i=1
| ..
| der zuriickgelegte Gesamtweg zu
a tia i b t
(& b b
At s= nlingo Snzf v(t)dtZJ f(t)de.
(Ati—>0) a a

Anmerkung Der ,zuriickgelegte Gesamtweg® ist die Entfernung zwischen dem Anfangs- und
dem Endpunkt der Bewegung. Die wirklich durchfahrene Strecke kann durchaus lédnger sein,
da zwischendurch eine Bewegungsumkehr stattgefunden haben kann. Dafiir hatten wir v(c;)
durch |v(c;)| zu ersetzen.

Als Resultat haben wir nun unabhdngig voneinander

s=F(b)—F(a)

b
s:f f(t)de

erhalten. Im ersten Fall konnen wir den Gesamtweg s ausrechnen, sobald wir die Stammfunk-
tion zu f(t) kennen. Im zweiten Fall steht das Integral fiir einen Grenzwert. Wir haben zuerst
die Summe der Teilwege und dann den Grenzwert n — o0 zu bilden. Nun kommt das ent-
scheidende Argument: Da der zuriickgelegte Weg s eindeutig ist, gilt mit F/(x) = f(x)

und

b
f f(t)dt =F(b)—F(a).

Dieser Zusammenhang zwischen Stammfunktion und bestimmtem Integral, den wir hier le-
diglich plausibel gemacht und nicht streng bewiesen haben, wird auch als Fundamentalsatz
der Integralrechnung bezeichnet. Er ermoglicht es, die Berechnung bestimmter Integrale mit
Hilfe der Stammfunktion auszufiihren. Man schreibt auch

b
f f(x)dx = F(x)|? =F(b)—F(a) |-

Zwei Beispiele fiir Flichenberechnungen Wir berechnen den Inhalt zweier Flichen und
lernen, daf Fliachen vorzeichenbehaftet sind. 4

“Wir geben hier nur die MaRRzahlen der Flichen, nicht aber ihre Mafeinheiten an, da diese auch fiir die Koordi-

natenachsen nicht festgelegt wurden.
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a) Es soll die GrofRe der schraffierten Flache berechnet werden.
Y

2 Wir umfahren diese Fliche, an der unteren Gren-
ze entlang der x-Achse beginnend, entgegen dem
Uhrzeigersinn und erhalten

2 1
A:J x?dx = =x°
0 3

x Der Flacheninhalt ist positiv.

2 g

b) Diese Fliche zerlegen wir in zwei Teilflichen. Jede der beiden Fldchen umfahren wir
wieder, beginnend entlang der x-Achse an der jeweils unteren Grenze. Dabei ergibt sich,
dal} eine Teilflache im, die andere entgegen dem Uhrzeigersinn umfahren wird.

Die beiden Teilflichen von

yl
sind
0 0
1 1 1 1
A1=J x3dx = =x* =0———==—
12 1/ 4 16 64
und )
1 14 1
-5 Ay=| xPdx=>x% ==,
- = | =1
A =z

Wir erkennen also, dass die im Uhrzeigersinn um-
fahrene Fliche mit einem negativen Vorzeichen
behaftet ist. Der gesamte Fldcheninhalt ergibt sich
zu

17

A=|A1|+A2=a.

8.3. Eigenschaften bestimmter Integrale

a) Eindeutigkeit
Es sei F; = F, + C, sodaf F;(x) = F;(x) = f(x). Dann ist

Fy(b)—F,(a) = [Fy(b) + C]—[Fy(a) + C] = F5(b) — Fy(a).
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b) Linearitdt

b
f [af (x) + Bg(x)] dx = [aF(x)+ BG(x)]|}

=[aF(b)+BG(b)]—[aF(a)+ BG(a)]
= a[F(b)—F(a)]+ B[G(b) — G(a)]

b b
=aJ f(x)dx+/5f g(x) dx

¢) Additivitdt der Integrationsgrenzen

YA

Es seia < b < c. Dann ist

c b c
J f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx
a a b

:Al +A2,

e

;

&

denn

v [EG)—F(a)]+[F(c)—E)] = F(c)—F(a).

O 4=

[ S,

Q===

Anmerkung: Die Bedingungen fiir Integra-
bilitdt sind weniger einschrankend als jene
Ay A fiir Differenzierbarkeit. So ist z.B. eine Fla-
chenberechnung auch fiir Funktionen mit
a b co ,Knick“- und ,,Sprung“-Stellen moglich.

d) Umkehrung des Integrationsweges

b a
ff(x)dxz—f f(x)dx, denn F(b)—F(a)=—[F(a)—F(b)]
a b

a

Insbesondere ist J f(x) dx = 0. Es wird keine Flache aufgespannt, da die beiden Par-

a
allelen zur Ordinatenachse zusammenfallen.

e) Integration iiber ein zu Null symmetrisches Intervall
Mit Hilfe der bisher genannten Eigenschaften nehmen folgende Umformungen vor:
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a 0 a
f f(x)dx=J f(x)dx+f f(x)dx
—a —a 0

0 a
= J f(=x)d(—x) +J f(x)dx
x=a 0

—J Fex) dex) + f F(x) dx
0 0

= J [f(=x)+ f(x)] dx
0

Damit haben wir die Integration iiber ein zu Null symmetrisches Intervall auf eine In-
tegration {iber ein Intervall der halben Grée zuriickgefiihrt. Zwei Spezialfélle sind be-
sonders interessant:

* Der Integrand ist eine ungerade Funktion: f(—x)=—f(x)

f f(x)dx=0

* Der Integrand ist eine gerade Funktion: f(—x)= f(x)

f f(x) dx=2J f(x)dx.
—a 0

8.4. Integrationstechniken I: Die Substitutionsmethode

Die Substitutionsmethode ist die Integration der Kettenregel

dF du

[ ()] = R
Also ist F[u(x)] die Stammfunktion zu g ﬂ
du dx’

J g E dx = Flu(x)]+

dF
Schreiben wir s f(u), sodaR ff(u) du = F(u) + C ist, dann ist
u

Jf(u) —dx—F(u)+c ff(u)du .

Die Strategie bei der Berechnung eines Integrals nach dieser Methode ist also zu fragen:

du
LaRt sich im Integranden eine neue Variable u = u(x) so einfithren, dass die Ableitung —

als Faktor zusammen mit einer Funktion f (u) auftritt, deren Integral bekannt oder leichter
bestimmbar ist?

Das ist im allgemeinen eine Sache der Erfahrung.
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Beispiele
a) f 2xvV x2+1dx

du
 Wir substituieren u = x2 + 1. Die Ableitung i 2x kommt als Faktor im Inte-
x
granden vor.

2
* Der andere Faktor ist f (u) = 4/u. Davon ist die Stammfunktion F(u) = §u3/ 2 be-
kannt.

* Das Resultat ist nach Wiedereinfiihrung der urspriinglichen Variablen x

2
f2xx/x2+1dx=g(x2+1)3/2+C.

(Probe: Kettenregel)

b) Translation des Arguments, x — x + a, (a = const): J f(x+a)dx

du
* Wir substituieren u = x+a. Die Ableitung M = 1 kommt als Faktor im Integranden
x
vor.

* Der andere Faktor f(u) habe die bekannte Stammfunktion F(u).
* Resultat:

ff(x+a)dx=F(x+a)+C.

¢) Skalierung des Arguments, x — ax ,(a = const): J f(ax) dx

: o : : du . .
* Wir substituieren u = ax. Die Ableitung Fr a kommt zunéchst nicht vor, kann
x
aber durch Erweitern als Faktor erzeugt werden,

Jf(ax)dx=lja-f(ax)dx.

a

* Der andere Faktor habe die bekannte Stammfunktion F(u).

¢ Resultat:

Jf(ax) dx=%F(ax)+C.

1
Logarithmische Integration Wir behandeln nun als Spezialfall f (u) = — die Integration der
u
u'(x)
u(x)

w(x) dx =Inu(x)|+C = du .
u(x)

Die Strategie ist zu fragen: Ist der Integrand so aufgebaut, daff im Zahler die Ableitung des
Nenners steht?

und damit

d
logarithmischen Ableitung. Mit der Kettenregel ist M Inu(x) =
x
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Beispiele

. /
a) ftanx dx=J S x dxz—f (cos x) dx =—In|cosx|+C
cos x

COS X

. /
b) fcotx dx =J cosx dx :f (s1‘nx) dx =In|sinx|+C
sinx

sin x

Anmerkungen
1) Routineméfiges Vorgehen bei der Anwendung der Substitutionsmethode:
Wir ersetzen in einem Integral | h(x) dx die Integrationsvariable x durch die neue

du

, ' g'(x)
war erfolgreich, wenn in dem neu entstandenen Integral

Jh(x) dx = f h(x) du= J f(u) du
g'(x)

die alte Variable x nicht mehr vorkommt und f f (u) du bekannt oder leichter 16sbar ist.

J v1+Inx
—— dx
X

Variable u = g(x) und mit du = g’(x)dx auch dx = . Die Wahl der Variablen u(x)

Beispiel:

1
Wir substituieren u =1+ Inx, du = — dx. Damit wird
x

J%-Xdu=f \/ﬂdu=§u3/2+C=§(1+lnx)3/2+C.

2) Integrationsgrenzen bei der Substitution in bestimmten Integralen

n/4
Beispiel: f cos2x dx
0

Wir substituieren u = 2x und dx = %du. Beziiglich der Integrationsgrenzen haben wir
zwei Moglichkeiten:
— Wir kehren nicht zur urspriinglichen Variablen x zuriick und ersetzen die Integra-
tionsgrenzen x =0 durch u =0 und x = % durchu = g Damit wird

x=n/4 u=m/2

u=m/2 1 . 1
=—sin—=—-.
2 2 2

du .
cos2x dx = cosu — = —sinu
2 2 u=0

x=0 u=0

— Wir kehren zur urspriinglichen Variablen x zuriick und ersetzen die Integrations-
grenzen nicht. Dann entsteht das gleiche Resultat durch

x=m/4
du 1 x=r/4 q =/t 1 g1
f cosu— = —sinu = —sin2x =—sin— = —.
2 2 =0 2 =0 2 2 2
x=0
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8.5. Integrationstechniken II: Partielle Integration

Die partielle Integration ist die Integration der Produktregel fiir zwei Funktionen F = F(x) und
G =G(x),
(FGY =F'G+FG'.

Also ist F - G eine Stammfunktion fiir F'G + FG/,

J(F/G+FG/) dx=F-G+C,

JFG’ dszG—fF’G dx.

Dabei haben wir eine Integrationskonstante C weggelassen, da das unbestimmte Integral auf
der rechten Seite diese implizit enthalt.
Die Strategie bei der Berechnung von Integralen ist also zu fragen:

LaRt sich der Integrand so als Produkt von F(x) und G’(x) schreiben, daft G(x) bekannt ist

und sich das Integral f F’G dx leichter 16sen 14Rt?

Oft ist dies der Fall, wenn im Integranden trigonometrische, Exponential- und Logarithmus-
funktionen vorkommen.
Mit der anderen Bezeichnung F = u(x), G = v(x) erhalten wir die geldufige Formulierung

Juﬂdxzuv—fvﬂdx oder fudv:uv—fvdu .
dx dx

a) chosx dx

Beispiele

o . du dv . . o
Wir wihlen u = x mit d_ =1und d_ = cos x mit v = sinx. Damit wird
X X

chosx dx=xsinx—fsinx dx =xsinx +cosx+C.

Wir sehen, daly der zweite Summand durch die partielle Integration nun wesentlich
leichter zu integrieren war. Eine Probe ist mit der Produktregel moglich.

b) flnx dx

Auf den ersten Blick ist der Integrand gar kein Produkt. Wir fiigen aber den Faktor 1

hinzu,
Jlnx dx=J1-lnx dx,

. Codu 1 . . .
und wihlen u = ln x mit — = = und v/ = 1 mit v = x. Damit erhalten wir
X X

flnx dx=xlnx—Jx~ldx=xlnx—x+C.
X
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Integration der Umkehrfunktion Nachdem wir die partielle Integration eingefiihrt haben,
wollen wir sie auf die Integration mit Hilfe der Umkehrfunktion anwenden. Die Strategie ist
dabei, die Integration einer Funktion auf die bereits bekannte oder leichter durchfiihrbare
Integration der Umkehrfunktion zuriickzufiihren.

Es sei y = f(x) mit der Umkehrfunktion y = g(x). Losen wir y = f(x) nach x auf, erhalten
wir x = g(y). Wir schreiben zunéchst

ff(x)dxzjl-f(x)dx

d
und wahlen u = f (x) mit d_u = f’(x) sowie v/ = 1 mit v = x. Die partielle Integration ergibt
x

Jf(X) dx =X'f(X)—f\x/~f’(X)dX-

g(y) dy

Die Integration mit Hilfe der Umkehrfunktion ist also

ff(x)dx=x-f(x)—fg(y)dy oder fydx=xy—fxdy .

Beispiele
a) Nochmals J Inx dx.
Mit y = f(x) =Inx ist x = g(y) = ¢”, und wir erhalten
Jlnx dx=x-1nx—Jey dy=x-lnx—e’+C=x-Inx—x+C.
Dabei haben wir im letzten Schritt die urspriingliche Variable x wieder eingesetzt.

b) f arccos x dx

Mit y = f(x) = arccos x ist x = g(y) = cos y und damit
J arccos x dx = x - arccosx—f cosy dy = x -arccosx —siny + C.

Um die urspriingliche Variable x wieder einzufiihren, benutzen wir

sin y = sin(arccos x) = \/1 —cos2(arccosx) =+v1—x2,

haben also schlief8lich

f arccosx dx = x -arccos—V/1—x2+C.
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8.6. Formelsammlung zur Integralrechnung

a) Eigenschaften von bestimmten Integralen

e Linearitat

b b b
J [af(x)+pBg(x)] dx=af f(x) dx+/5J g(x) dx

¢ Additivitdt der Grenzen
c b c
f f(x) dx=f f(x) dx+f f(x)dx, (a<b<c)
a a b

* Umkehrung des Integrationsweges

b a
f f(x)dxz—f f(x)dx
a b

b) Integrationsmethoden

e Substitution

Jf(u)% dx = Jf(u) du, (u=u(x)
X

Spezialfall: Logarithmische Integration
u/
f — dx=Inu(x)|+C
u

* Partielle Integration

d d
i dx =uv— | v dx, (u=u(x), v=v(x))
dx dx

Spezialfall: y = g(x) als Umkehrfunktion von y = f(x)

ff(X) dx=Xf(x)—f g(y)dy
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c) Integration elementarer Grundfunktionen

(Zu jeder Stammfunktion F(x) kann eine Konstante C addiert werden.)

Aus Tabelle ,,Ableitung elementarer Grund- Mit den Integrationsmethoden bestimmt:
funktionen“ direkt ablesbar:

f(x) F(x) f(x) F(x)
1 _
XN xn+1, (Tl?é—].) In x x(lnx 1)
n+1 X
1 log, x m(lnx—l)
— In|x|
X tan x —In|cos x|
eX e .
. cotx In|sin x|
a
a® na arcsinx xarcsinx + v'1—x2
a
sin x — oS X arccos x x arccos x — v/ 1 — x2
Cos X sin x arctan x X arctan x — % In(1 + x?)
sinh x cosh x arccot x X arccot x + % In(1 + x?)
cosh x sinh x
1
s tan x
1
S —cotx
1 ) T
e arcsin x = — — arccos x
1—x2 2
1 T
— arctan x = — — arccot x
1+ x2 2

8.7. Zusitzlicher Inhalt: Summen und Integrale — Das
Cavalierische Prinzip

Das Kugelvolumen Wir nehmen uns vor, die Gréf3e des von einer Kugel umschlossenen Vo-
lumens, das wir — wie iiblich - einfach , Kugelvolumen“ nennen werden, zu berechnen. Dies
geschieht nicht um des allseits bekannten Ergebnisses willen; es geht um den Methodenver-
gleich.

Unserem Verfahren liegt das Cavalierische Prinzip zugrunde, welches besagt: Zerschneidet
man zwei Korper mit Hilfe paralleler Ebenen, sodald einander entsprechende Schnitte den
gleichen Flacheninhalt haben, so sind auch die Volumina der beiden Korper gleich.

Wir berechnen das Volumen der Kugel aus den Volumina iibereinandergestapelter diinner
Kreisscheiben (Zylinder), die das Kugelvolumen ndherungsweise ausfiillen. Dabei setzen wir
den Flicheninhalt A = nr? eines Kreises mit dem Radius r als bekannt voraus. Das Volumen
einer Kreisscheibe mit dem Radius r, und der Hohe h = Ax ist

2
Vi =mrg - Ax.
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Denken wir uns nun die halbe Kugel mit dem Radius R aus n Kreisscheiben zusammengesetzt,
so ist

R
44 2472 =R2 szxk—xk_lzg.
R
r Mit R* = x2 + rf und x; = k - Ax wird
X 2
X k
rZ =R [1— (—) ]
n
N A=mr? und
e
h=Ax 1 %
Vi, =nR3- — 1—(—) :
Seitenansicht der Kreisscheiben n n

Das Gesamtvolumen der n Kreisscheiben ist dann

n kz
V,=nR>-— (1——)
EED N

k=1

= nr3L [Znﬁizn:kzl
n k=1 n? k=1 '

Es ist
n
1=1+4+14--+1=n
k=1 n Summanden
und

n
1
D>k =—n(n+1)@2n+1).
6
k=1
Diese Summenformel fiir die Quadratzahlen ist zunichst nicht offensichtlich. Sie kann aber
durch vollstandige Induktion bewiesen werden (Ubungsaufgabe). Damit wird

Das Volumen der Kugel wird durch das Volumen der Kreisscheiben umso genauer approximiert,

je kleiner deren Hohe Ax (je grofRer deren Anzahl n) ist. Das Volumen der ganzen Kugel (Faktor

2) ist 4
Viuger =2+ lim V, = R,

Mit den Methoden der Integralrechnung wéren wir mit dem gleichen Ausgangspunkt schneller

zum Ziel gekommen:

R
VKugelzz'J n[r(x)]z dx mit r?=R%—x?
0
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Die Kreisflaiche Wir kehren noch einmal zu unserem Ausgangspunkt zuriick und fragen,
ob wir auf die gleiche Weise auch den dort vorausgesetzten Inhalt A = nr? der Fliche eines
Kreises herleiten konnen.

Dazu approximieren wir die gesuchte Fla-
che durch Rechteckflichen der GréfSe A, =
1 - Ax, wobei wie bisher

x> +r?=R?
R
R r re = —vn2—k2
n
e x . und Ax = 2 ist. Die Gesamtflidche der n
Ax Rechtecke, die ein Viertel der Kreisflache
ausfillen, ist

R:
AHZE;VTIZ—](Z.

Draufsicht auf die Kreisflache

Dafiir ist keine Summenformel bekannt.
Die Methode der Integralrechnung ergibt fiir die Fldache des Vollkreises (Faktor 4)

R R
Agreis = 4[ r(x) dx = 4] VR? —x2 dx
0 0

Dieses Integral werten wir in zwei Schritten aus.

* 1. Schritt: Wir fithren die trigonometrische Substitution x = Rsin ¢p mit den Integrati-

onsgrenzen ¢ =0 und ¢ = g und dx =Rcos ¢ d¢ aus. Das fithrt auf
/2
A=4R2J cos? ¢ d¢ .
0

e 2. Schritt: Wir integrieren partiell mit u’ = cos ¢ und v = cos ¢ und erhalten (Ubungs-
aufgabe)

1
A=4R?. 3 (¢ +sinq§cosq§)|g/2 = nR2.

Riickblickend erkennen wir, daf$ im Vergleich mit der Integralrechnung das Rechnen mit Sum-
men sehr viel aufwendiger und bisweilen erfolglos ist. Und es liegt die Frage nahe, ob die
Schwierigkeiten im Fall der Kreisscheibe dadurch hervorgerufen wurden, daf} wir in kartesi-
schen Koordinaten gerechnet haben, die der Symmetrie des Kreises gar nicht angepalst sind.
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Anstelle der Approximation der Kreisflache
durch Rechteckflachen versuchen wir es mit
einer Zerlegung in n Kreisringe der Dicke
(,HOohe*)

(] .
’ Ar=r—Te=—.

n
\ Wir setzen die Kenntnis des Kreisumfangs

2nry als ,Grundlinie“ fiir die Fldchenbe-
rechnung voraus, denn es handelt sich ja
eigentlich um die Definition der Kreiszahl
(des Winkels) 7t. Wenn wir uns einen Kreis-
27y ring ausgestreckt denken, erkennen wir, daf3
sein Flacheninhalt gleich dem eines Trape-
zes mit der Hohe Ar und den parallelen Sei-
2mrg—1 ten der Lange 27tr,_; und 27try ist, also

Ar

A = n(2r, — Ar)Ar.

Mit r, = k - Ar wird die Gesamtfldche der n Kreisringe

R* <
Anzn-ﬁkZ(zk—n
=1

R? <
:ﬂ'ﬁ (2;k—n> .

Es ist

< 1
k==-n(n+1)
k=1 2

die beriihmte GauRsche Summenformel (Ubungsaufgabe: Beweis durch vollstandige Indukti-
on). Mit diesem Resultat wird schlief8lich

2
An:nR—-yfzanz.

A~

Es ergibt sich die gesuchte Kreisfliche, ohne daf® wir den Limes n — oo noch bilden muf3ten.
Das liegt daran, daf’ wir die Flache der Kreisringe ohne Ndherung verwendet haben. Es ist
instruktiv zu sehen, wie wir zu dem gleichen Ergebnis gelangt wéren, hétten wir die Flache
der Kreisringe durch Rechteckflichen approximiert, deren eine Seite Ar und deren andere
Seite 277y oder 271, gewesen wire (Ubungsaufgabe).

Mit dem gleichen Ausgangspunkt fiihrt die Methode der Integralrechnung auf den denkbar
einfachsten Fall,

R rzR
Agreis = 2nrdr=2n- —| = nR?.
Kreis 2
0 0

Wir sehen an diesem Beispiel, wie sehr die Verwendung von Koordinaten, die der Symme-
trie des Problems angepal3t sind, dessen Losung erleichtert. Die radiale Koordinate r ist der
Symmetrie des Kreises ideal angepalt, die kartesischen Koordinaten x und y {iberhaupt nicht.
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8.8. Zusitzlicher Inhalt: Integrationsmethoden III —

Partialbruchzerlegung

Die Methode der Pratialbruchzerlegung behandeln wir anhand repréisentativer Beispiele.

Erstes Beispiel Eine Abituraufgabe am Gymnasium Ernestinum, Gotha 1850

,Eine Kurve ist gegeben durch die Gleichung

3y +3x%22y —1)+x(11y —2)+ (6y —1)=0.

Man verlangt den Fldcheninhalt zwischen der Abszissenachse und der Kurve zwischen den
Werten x = 0 und x.“

Losung

* 1. Schritt: Wir stellen y als y = f(x) dar,

. 3x2+2x+1
X3 46x2+11x+6

y

und haben eine rationale Funktion (Quotient zweier Polynome) zu integrieren,
P (x
[ 29 o
Qm(x)

n=2, Py(x) =3x24+2x+1,
m=3, Qi(x) =x3+6x2+11x+6

worin hier

ist.

Anmerkung Wenn n > m ist, beginnen wir mit einer Polynomdivision, an deren Ende
im allgemeinen eine rationale Funktion mit n < m steht.

2. Schritt: Wir faktorisieren das Nennerpolynom

m

Qux) =Y ax's  m=1, ay#0

i=0

durch Zerlegung in Linearfaktoren. Grundlage dafiir ist der Fundamentalsatz der Algebra:

Jedes Polynom Q,,(x) ; m > 1, a,, # 0 lasst sich als Produkt von m Linearfaktoren
(x — x,,) darstellen,

Qu(x) = (x —x7)(x —x3) - -+ (x = xpn) - @ -

Darin sind x; die m Wurzeln ¢ der Gleichung m-ten Grades Q,,(x) = 0, welche reell
oder komplex sein konnen.

“Hier wird das Wort ,,Wurzel“ synonym fiir ,,Losung“ gebraucht.
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Beispiel Q;(x)=x>+6x2+11x+6 = 0, (az=1)
— Wir ,erraten” die erste Losung: x; = —1.
— Polynomdivision: (x +6x2+11x +6): (x +1) = x>+ 5x +6.
— Wir zerlegen die quadratische Gleichung x2 + 5x + 6 = 0 in Linearfaktoren und
erhalten zwei reelle Losungen x5 = —2 ; x3 =—3.
— Resultat: Q3 = (x+1)(x +2)(x +3)

e 3. Schritt:

— Wir schreiben die rationale Funktion als Summe von Partialbriichen, deren Nenner
die einzelnen Linearfaktoren sind,

3x2+2x+1 A B C
= + + .
(x+D)(x+2)(x+3) x+1 x+2 x+3

— Wir erhalten fiir die unbekannten Koeffizienten A, B, C aus

32 +2x+1=Ax+2)(x +3)+B(x+ 1)(x+3)+ Clx+1)(x +2)
=(A+B+C)x®>+(5A+4B+3C)x+(6A+3B+2C) (x)

durch Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem

A+B+C=3
S5A+4B+3C =2
6A+3B+2C=1
mit den Losungen A= 1, B=—9 und C = 11 (Ubungsaufgabe).

Resultat:
3x2+2x+1 1 9 11

= — + .
(x+D(x+2)(x+3) x+1 x+2 x+3

Anmerkung Es ist oft einfacher, x;, x5, X3 nacheinander in (*) einsetzen. In unserem
Beispiel haben wir dann fiir x = x; =—1: 2=2Aund also A=1.

* 4. Schritt: Durch Partialbruchzerlegung ist die Riickfiihrung auf logarithmische Integrale

vom Typ
d
J X =In|x+a|l+C
x+a

gelungen.
In unserem Beispiel haben wir

d d d
X -9 X +11 s =In|x+1—9n|x+2|+11ln|x+3|+C.
x+1 x+2 x+3

* 5. Schritt: Vollstdndige Losung der Aufgabe (x > 0)

Y o3x2+2x +1
0 xB+6x2+11x'+6

dx’ = In(x"+ 1)y —9 In(x’ +2)|5 + 11 In(x" +3)|5

—In(x+1)—91In (§+1) +11In (§+1>
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(Da laut Aufgabe die obere Integrationsgrenze x heifden soll, haben wir im Integranden
voriibergehend die Integrationsvariable x” genannt. Auch jedes andere Formelsymbol
wére moglich gewesen.)

Andere typische Beispiele Die nachfolgenden Beispiele sind keine vollstandigen Aufgaben.
Wir diskutieren nur die Nenner-Polynome Q,,(x).

a)

b)

Linearfaktoren kommen doppelt (oder mehrfach) vor.
Beispiel: Q; = x3 —x2—8x + 12 = (x +3)(x — 2)?

Wir machen den Ansatz
A B C

+ +
x—2 (x—2)2 x+3

Der erste und dritte Summand fiihren wieder auf logarithmische Integrale, der zweite

auf den Integraltyp

dx (x +a)™! 1
= +C = +C
(x+a) —n+1 (1—n)-(x+a)—n
Nicht alle Linearfaktoren sind reell (1. Fall).

Beispiel: Q3 = x3—1=(x—1)(x2+x+1), und x2+ x + 1 = 0 hat keine reelle Lsung.

In der hoheren Algebra wird bewiesen: Jedes Polynom kann in lineare und quadratische
Faktoren zerlegt werden.

Wir machen den Ansatz

A Bx+C
+ .
x—1 x2+4+x+1
Der erste Summand fiihrt wieder auf eine logarithmische Integration, der zweite auf den

Integraltyp
Bx+C
BXTE a4l
xX2+x+1

Zur Auswertung dieses Integrals erzeugen wir im Zahler des Integranden die Ableitung
des Nenners, in unserem Beispiel 2x + 1. Dann wird in diesem Beispiel

B B
Bx+C=§(2x+1)+(C—§> s

worin der zweite Summand eine Konstante ist. Der erste Summand fiihrt — bis auf den
Vorfaktor 5 auf das logarithmische Integral

2x +1 ~
X—dx=ln|x2+x+1|+C.
x2+x+1

B
Bis auf den konstanten Vorfaktor (C — E) ist das zweite Integral

dx
x24+x+1°

Wir fithren es in drei Schritten auf ein bekanntes Grundintegral zuriick:
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* 1. Schritt: Quadratische Ergdnzung

J dx
(x43) 45
x+=) +=

4

2

e 2. Schritt: Wir machen den zweiten Summanden im Nenner zu 1,

e 3. Schritt: Substitution

2 ( 1) 2
u=—\x+-=), sodal du=-—dx.
V3 2 V3

Damit ist das Integral

443 du
32 f 21
eines der Grundintegrale.
* Resultat:
fxz—i-d—)):-l-l =§\/§arctan2)i/_g1 +C.

¢) Nicht alle Linearfaktoren sind reell (2. Fall).

Beispiel: Qs = (x —1)(x2 + 2x +2)? und x? + 2x + 2 = 0 hat keine reelle Losung. Der
Faktor (x? + 2x + 2) kommt in zweiter Potenz vor.
Wir machen den Ansatz
A Bx+C Dx+E
+ +
x—1 x242x+2 (x2+2x+2)?

und behandeln die beiden ersten Terme wie bei b). Auch den dritten Term schreiben
wir als Integranden so auf, daf3 im Zihler die Ableitung der im Nenner vorkommenden
Klammer steht. Dann haben wir zwei Integrale zu berechnen, die sich aus

D
Dx+E::§@x+2H{E—D)
ergeben:

D
* Ohne den Vorfaktor 3 ist das erste Integral

2x +2 X
(x24+2x+2)2

Wir substituieren u = x2 + 2x + 2, also du = (2x + 2)dx, wodurch das Integral in

du_ 1 1 .

- +C
u? u x24+2x+2

iibergeht.
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* Das zweite Integral ist (wieder bis auf einen Vorfaktor)

dx
(x2+2x+2)2°

Wir berechnen es in mehreren Schritten:

1. Schritt: Quadratische Ergédnzung

f dx
[(x+1)2+17?

2. Schritt: Trigonometrische Substitution

do

x+1=tan6f, sodal dx=———.
cos2 6

JCOSZQ de.

3. Schritt: Dieses Integral berechnen wir mit der Methode der partiellen Inte-
gration (u = cos 0, v’ = cos 0) und erhalten (Ubungsaufgabe)

Damit ist das Integral

JCOSZG do = %(9 +cosO -sinf).

4. Schritt: Schliel3lich soll das Ergebnis in der Variablen x ausgedriickt werden.
Wir haben daher 6 = arctan (x + 1) zu re-substituieren. Das gelingt mit Hilfe
der Relationen

sine—ﬂ und cose—;
v1+tan2 0 V1i+tanZ0

Resultat:

dx 1 1 x+1
———————— =—arctan(x+ 1)+ = —7——+
(x24+2x+2)2 2 2 x242x+2
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A. Anhang

A.1. Winkelmaf3e

Das Bogenmalf} eines Winkels Das Bogenmal ist die natiirliche Definition eines Winkels.

Wir betrachten auf einem Kreis mit dem Radius r
ein Bogenstiick der Lange s, also einen Teil vom
Kreisumfang u = 27tr. Zu diesem Bogenstiick ge-
hort ein Zentriwinkel a, der durch

s
a=-
r

definiert ist. Diese Definition ist anschaulich: Das
gleiche Bogenstiick auf einem grofSeren Kreis ent-
spricht einem kleineren Winkel, und ein grof3eres
Bogenstiick auf dem gleichen Kreis entspricht ei-
nem grolleren Winkel.

Ausgedriickt durch den Kreisumfang nimmt die Definition des Winkels a die Gestalt

a S

21 u
an. Ist s der gesamte Kreisumfang u, wird a zum Vollwinkel a = 27.

Ein Winkel ist also definiert als das Verhiltnis zweier Langen und damit eine reine Zahl.
Er ist dimensionslos und frei von einer Maf3einheit. Da Zahlen aber nach Herkunft und Be-
deutung ganz unterschiedlich sein konnen, miissen wir kennzeichnen, daf$ wir in bestimmten
Situationen einen Winkel meinen, falls dies nicht aus dem Kontext ohnehin klar ist. Dazu gibt
es den Zusatz ,rad“, abgeleitet von ,Radiant“. Dabei handelt es sich nicht um eine Maf3einheit
vom gleichen Status wie z.B. Meter oder Sekunde. Dieser Zusatz sagt lediglich ,,Diese Zahl soll

1
ein Winkel sein“. Dementsprechend ist die MalReinheit fiir die Winkelgeschwindigkeit [w] = —
S

. rad
und nicht —.
S

Das Gradmal} eines Winkels Unterteilen wir nun den Umfang eines Kreises (willkiirlich) in
360 gleiche Teile mit der ,,Elementar-Bogenlénge“

27r
SO =,
360
gehort dazu ein ,,Elementar-Winkel“
So 2m
ag=—=——=~0,01745.
7+ 7 360
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Ebenso wie wir die Linge s eines Bogenstiicks als Vielfaches der Elementar-Bogenlédnge s,
ausdriicken kénnen, kénnen wir einen Winkel a als Vielfaches von a, angeben,

a=N-ay,
wobei N nicht notwendig eine ganze Zahl sein muf3. Dann ist

N=2 =200 (5720578 a.
g 27

Wir konnen einen Winkel statt durch sein Bogenmal$ auch durch die Zahl N beschreiben.
Diese Zahl ist als Verhaltnis zweier dimensionsloser Winkel wieder dimensionslos. Und wieder
miissen wir vermerken, dal$ es sich bei einer Zahl gegebenenfalls um einen Winkel handelt.
Dies geschieht durch den Zusatz ,,Grad (°)“, der wiederum keine MaRReinheit ist. Er beant-
wortet die Frage: Wie oft (N) miissen wir Elementarwinkel a, aneinanderfiigen, um einen
bestimmten Winkel zu erhalten?

Bezeichnen wir einen Winkel im BogenmalR mit @ — a und im GradmaR mit N — &, 1aBt
sich die Umrechnung beider Mal3e auch in der Form

a  a
27 360

aufschreiben.

Beispiel Als Beispiel wihlen wir einen Viertelkreis. Dafiir ist

T s
Ss=—=:2nr=—r, a=-—=
4 2 r
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