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Die in Teil I des Aufsatzes hergeleitete Sonnenschein-Formel wird in diesem
zweiten Teil ! benutzt, um die Entstehung der Jahreszeiten aus der Schrig-
stellung der Erdachse in bezug auf die Erdbahnebene zu erklaren. Weitere
Anwendungen sind die Zeiten des Sonnenauf- und -untergangs, die Dadmme-
rungsdauer, Polartag und -nacht sowie die Anderung der Sonnenscheindauer
von einem Tag zum anderen.

1 Einleitung

Das wichtigste Ergebnis von Teil I dieses Aufsatzes ist die Sonnenscheinformel (I1.19).
Mit ihrer Hilfe kann man fiir jede geographische Breite und jeden Zeitpunkt im Laufe
eines Jahres die Hoéhe der Sonne iiber dem Horizont bestimmen.Eine erste Anwendung
war die Ermittlung der Mittagshéhen der Sonne zu Beginn der Jahreszeiten.

Der Hauptinhalt dieses zweiten Teils ist die Berechnung der Sonnenenergie, die an
irgendeinem Tag auf einen Quadratmeter der Erdoberfliche entfillt. Dazu mufl auler
der iiber den Tag variierenden Sonnenhéhe auch die Sonnenscheindauer bekannt sein, die
auf einfache Weise ebenfalls aus der Sonnenscheinformel folgt. Wir gelangen damit zu der
Kernaussage unseres Aufsatzes, dafl die Ursache fiir die Entstehung der Jahreszeiten die
Schiefe der Ekliptik, also die Schrigstellung der Erdachse in bezug auf die Erdbahnebene,
ist.

Sozusagen nebenbei 148t sich eine Reihe von Eigenschaften des Sonnenscheins ablei-
ten, die zwar mit den Jahreszeiten variieren, sich aber z.T. der Beobachtung weniger
aufdringen als die Jahreszeiten selbst. Es sind dies die Anderung der Tageslinge und
wann diese am schnellsten erfolgt sowie die biirgerliche und astronomische Ddmmerung.
Die Polarregionen mit ihrer Erscheinung der Mitternachtssonne verdienen besondere Be-
achtung, und auch der Vergleich der Verhéltnisse dort und am Erdéquator ist mitunter
sehr instruktiv.

Auch fiir manche der hier vorgestellten Anwendungen der Sonnenschein-Formel war
[3] eine inspirierende Quelle (Bd. 1, S. 300 ff.; Bd. 2, S. 449 ff.). Die Sonnenschein- und

Wersffentlicht in [1] und [2]. Geringfiigig {iberarbeitet 2024.



Sonnenuntergangsformeln sind allgemein genug, um weitere interessante Anwendungen
zu ermoglichen, welche wir dem interessierten Leser {iberlassen wollen. Gemeint ist eine
vergleichende Betrachtung der Jahreszeiten auf allen Planeten des Sonnensystems, fiir
die sich die Dauern von Jahr und Tag sowie die Neigungen der Rotationsachsen gegen
die jeweilige Bahnebene von den entsprechenden Gréflen fiir die Erde unterscheiden.

2 Sonnenuntergang und Sonnenscheindauer

Der Sonnenuntergang erfolge 7, Stunden nach dem Mittag des Tages n. Dabei ist h = 0,
und die Sonnenscheinformel (1.19) ergibt
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die in (I1.16) definierte Abkiirzung ist. Aus diesem Ergebnis, das wir fortan Sonnenun-
tergangsformel nennen wollen, kénnen wir die Zeit (12h + 7,) des Sonnenuntergangs
berechnen. Es 148t sich aber auch als eine Methode zur Bestimmung der geographischen
Breite aus der Zeit des Sonnenuntergangs an einem bestimmten Tag lesen.

Neben 7, ist nun auch —7, eine Losung der Gleichung (1). Diese zweite Losung be-
schreibt den Sonnenaufgang zur Zeit (12h — 7). Dementsprechend ist die Sonnenschein-
dauer durch 27, gegeben, und die Sonnenuntergangsformel gibt implizit die Tagesldnge
als Funktion der Jahreszeit und der geographischen Breite an. Wir betrachten einige
Beispiele.

Zu Friihlings- und Herbstanfang ist v = 0, so dal unabhéngig von der geographischen

Breite ¢
27Ty, T

24h 2

und also 7, = 6h ist. (Die Losung %77 scheidet aus, da 7, nicht gréfler als 12h sein
kann.) Damit betrdgt die Sonnenscheindauer 27, = 12h = %T o, wir haben also Tag- und
Nachtgleiche. Wir ersehen aus der Sonnenscheinformel weiter, dafl am Aquator (¢ = 0)
unabhéingig von der Jahreszeit Tag und Nacht stets gleich lang sind. Und schliellich:
Stiinde die Erdachse auf der Erdbahn senkrecht (¢ = 0), wéren an jedem Tag des Jahres
und fiir jede geographische Breite Tag und Nacht gleich lang. Die unterschiedlichen
Léngen von Tag und Nacht sind also urséchlich mit der Schiefe der Ekliptik verbunden.

Zu Sommer- und Winteranfang ist cosv = +1, wobei das obere Vorzeichen fiir den
Sommeranfang gilt, und wir erhalten aus (1)

21T,

24h

cos Ftany - tane.

Daraus folgt fiir die geographische Breite ¢ = 51° die Sonnenscheindauer von 16 h 19,2 m
zu Sommeranfang, dagegen eine von nur 7h 40,8 m fiir den Winteranfang.



Wir wissen aus Erfahrung, daf dies die beiden Extremwerte im Laufe eines Jahres sind.
Daf} dies so ist, folgt natiirlich auch aus (1), wenn wir 7, als Funktion von n auffassen
und fragen, fiir welche n diese Funktion ihre Extremwerte hat. Nach Anwendung der
Quotienten- und Kettenregel der Differentialrechnung erhalten wir mit Hilfe von (1)

dr,  24h tan o - sine - sinv @)
dn 365 [1 — sin2¢ - cos? 1] \/1 —sin?e - cos?v - (1 + tan? p)
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Die Extremwertbedingung % = ( ist offenbar dann erfiillt, wenn sinv = 0 gilt, also
n

fiir v = 0 (Sommeranfang) und v = 7 (Winteranfang). Die Tage im Jahreslauf, an denen
die Mittagshohe der Sonne ihre Extremwerte hat, sind auch die mit der l&ngsten bzw.
kiirzesten Sonnenscheindauer.

Mit der Kenntnis der Ableitung (2) kénnen wir nun auch die Frage beantworten,
wie sich von einem Tag auf den anderen die Zeit des Sonnenuntergangs dndert. Diese
Anderung ist in linearer Niherung

AT, = n n,
wobei wir An = 1 setzen. Das Vorzeichen der Ableitung (2) wird durch das von sinv
bestimmt, denn fiir die Nordhalbkugel der Erde ist tany > 0. Im Intervall 0 < v < m,

-
d.i. von Sommer- bis Winteranfang, ist sin v > 0 und d—u < 0. Damit ist auch Ar, <0,

die Tage werden also kiirzer. Von Winter- bis Sommera?lfang ist dagegen A, > 0, die
Tage werden linger. Am Aquator (¢ = 0) ist unabhingig von der Jahreszeit A7, = 0,
d.h. alle Tage sind, wie wir bereits wissen, gleich lang.

Nun fragen wir noch, an welchen Tagen des Jahres die Tage am schnellsten ldnger
oder kiirzer werden, wann also die durch (2) gegebene Funktion von n ihre Extremwerte

d /d
hat. Eine etwas ldngere Rechnung zeigt, dafl die Bedingung n ( dT“> = 0 dann erfillt
n n

ist, wenn cos v = 0 gilt, also zu Herbst- und Friihlingsanfang. Dann ist sin v = £1, wobei
das obere Vorzeichen fiir den Herbstanfang gilt, und (2) vereinfacht sich zu
dry, 24h

In ::F%tango-sins. (3)

Fiir die geographische Breite ¢ = 51° wird zu Herbstanfang die Tageslénge von einem
Tag zum anderen um 1m 56s kiirzer und zu Friihlingsanfang um den gleichen Betrag

lénger.
Hinsichtlich der Sonnenscheindauer verdienen die Polarregionen eine besondere Beach-
2
tung. An einem Polartag geht die Sonne nicht unter. Mit 7, = 12 h, also cos QZT}? = —1,
erhalten wir aus der Sonnenuntergangsformel (1)
cosy = 2 F (4)
sine



Da die linke Seite nicht gréfler als eins werden kann, kann der Polartag nur in solchen
geographischen Breiten auftreten, die der Bedingung cos ¢ < sin e geniigen. Diese Bedin-
gung wird fir ¢ > (90° —¢) erfiillt (Abb. 1). Die gleiche Bedingung resultiert auch direkt
aus der Sonnenscheinformel (I.18), wenn wir nach der Mitternachtshéhe (T = 12h) zu
Sommeranfang (n = 0) fragen. Sie ergibt sich zu

h = e+ | —90°.

Auf der Nordhalbkugel ist diese nur positiv (Mitternachtssonne) fiir geographische Brei-
ten ¢ > (90° — ¢). Fiir die Siidhalbkugel gilt das Entsprechende. Erwartungsgemaf wird
also die Breite der Polarregionen durch die Schiefe der Ekliptik bestimmt. Am ndrdli-
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Abbildung 1: Zur Erfiilllung der Bedingung cos ¢ < sine.

chen Polarkreis ist ¢ = (90° — £) und also cos ¢ = sine. Damit geht (4) in cosv = 1
iiber. Die Losung n = 0 beschreibt den Tag des Sommeranfangs. Formulieren wir mit der
Sonnenscheinformel (1.19) selbst die Bedingung, dafl sich die Sonne iiber dem Horizont
befindet (sin h > 0), lautet sie fir diese geographische Breite

2T
2¢.co82v -cos—— >0

. 1 —si .
cosée cosu+\/ sin oAh =

2
Fir n = 0 reduziert sie sich auf cos % > —1, was unabhéngig von 7, also fiir den

ganzen Tag erfiillt ist. An allen anderen Tagen ergeben sich Einschrankungen fiir die
Tageszeit. Am nordlichen Polarkreis dauert der Polartag also einen Tag. Die Hohe der
Sonne zu Mittag (7 = 0) betragt an diesem Tag nach (I.19) sinh = 2sinecose =
sin 2e, also h = 2e = 47° (Abb. 2). Um Mitternacht beriihrt die Sonne den Horizont,
denn wir haben fiir 7 = 12h die Sonnenhthe h = 0. Schreiten wir, vom nérdlichen
Polarkreis ausgehend, weiter in Richtung Norden, dauert der Polartag langer als einen
Tag. Fiir das Nordkap mit seiner geographischen Breite ¢ = 71° erhalten wir aus (4)
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Abbildung 2: Die Sonnenhthe am noérdlichen Polarkreis zu Sommeranfang mittags und
um Mitternacht.

n = 35,7, so daf} dort der Polartag 2n = 71,4 Tage dauert. Die Mitternachtshéhe der
Sonne betrdgt zu Sommeranfang h = 4,5° (Abb. 3). Am Nordpol ist schlieBlich ¢ = 7,
also cos ¢ = 0. Fiir diesen Fall reduziert sich die Bedingung sin A > 0 mit (I1.18) einfach
auf cosv > 0. Sie ist unabhéngig von der Tageszeit von Friihlings- bis Herbstanfang

erfiillt; der Polartag dauert am Nordpol ein halbes Jahr (Abb. 4). Das gleiche Resultat

365
ergibt sich auch aus (4). Die linke Seite von (4) wird mit cos ¢ fiir v = I, also 2n = 3

gleich Null, d.i. fiir ein halbes Jahr, dessen Tage symmetrisch zum Sommeranfang liegen.
Thre groBite Hohe erreicht die Sonne zu Sommeranfang (n = 0), ndmlich h = ¢ = 23,5°
(Abb. 5). Wegen tan § = 4o0 erfolgt der Ubergang von der Polarnacht zum Polartag zu
Frithlingsanfang (und umgekehrt zu Herbstanfang) geméf (3) sprunghaft. Im Gegensatz
zu den realen Verhaltnissen haben wir jedoch mit einer punktférmigen Sonne gerechnet
und auch atmosphérische Einfliisse (Lichtstreuung und Strahlenbrechung) unbeachtet
gelassen.

3 Die Jahreszeiten

Wir wenden uns nun der Erkldrung der Jahreszeiten im eigentlichen Sinne zu. Bisher
haben wir mit diesem Begriff die Anzahl n der seit Sommeranfang vergangenen Tage
bezeichnet. Nun fragen wir nach der im Verlaufe des Tages n von einem Quadratmeter
der Erdoberfliche empfangenen Gesamtenergie E. Dafiir ist entscheidend, welche Fléache
F5 von einem Lichtbiindel mit dem Querschnitt F; ausgeleuchtet wird (Abb. 6).



Abbildung 3: Die Mitternachtssonne zu Sommeranfang am Nordkap.

Die pro Zeiteinheit durch einen Quadratmeter der Flache F} hindurchtretende Son-
nenenergie, also die Energiestromdichte oder Bestrahlungsstérke, bezeichnet man als

k
Solarkonstante. Sie hat auflerhalb der Erdatmosphére den Wert S7 = 1,37 —VZ Aus

m
Griinden der Energieerhaltung ist S1F} = S Fb, also mit Abb. 6

Sy = Slg = 51 -sinh.
Die Energiestromdichte Sy ist demnach maximal, wenn die Sonne ihren Ho6chststand
erreicht und Null bei Sonnenauf- und -untergang.
Die gesuchte Gesamtenergie pro Quadratmeter im Laufe des Tages n (auch ,Bestrah-
lung® genannt) ist damit
u(n)
E:Sl/ sinh dr. (5)
Ta(n)
Dabei ist sin h durch die Sonnenscheinformel (I.18) und die Zeit 7,(n) des Sonnenun-
tergangs durch die Sonnenuntergangsformel (1) gegeben. Wie bereits bemerkt, gilt fiir
die Zeit des Sonnenaufgangs 7, = —7,. Fiir einen bestimmten Tag (n fest) ist der erste
Summand in (I.18) konstant und der zweite zeigt eine Cosinus-Abhéngigkeit von der
Tageszeit 7. Damit ist die Integration elementar ausfithrbar. Sie fithrt zunéchst auf

24h | 27Ty,

5 24h
or Mogn |

E =25 sine-cosu-singp-m—i—cosgp-\/1—sin g-cos?v -
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Abbildung 4: Zur Dauer des Polartages am Nordpol.

Nun ersetzen wir noch die Sinus-Abhéngigkeit von 7, durch eine Cosinus-Abhéngigkeit,
welche durch (1) gegeben ist, und erhalten als Endergebnis

24h

E =28 |sine-cosv -sinp -1, + o o \/1 —sin?ecos?v - (1 +tan?p)| . (6)
T

Die wichtigste Eigenschaft dieses Resultats wollen wir sogleich nennen: Stiinde die Erd-

achse auf der Erdbahnebene senkrecht (¢ = 0), bliebe von (6)

24h
E=5-——cosp.
T

Die Energie pro Quadratmeter hinge nur von der geographischen Breite ab, und einen
Wechsel der Jahreszeiten gébe es nicht. Die Ursache fiir die Entstehung der Jahreszeiten
ist demnach die Schiefe der Ekliptik, also die Schrigstellung der Erdachse in bezug auf
die Erdbahnebene. Zwar geht auch die Tageslange in das Ergebnis (6) ein, aber auch diese
ist, wie wir erkannt haben, nur deshalb von Tag zu Tag verschieden, weil die Erdachse
gegen die Erdbahnebene geneigt ist.

Wir vergleichen nun bei gegebener Neigung der Erdachse die zu Sommer- bzw. Winter-
anfang wéihrend eines ganzen Tages auf einen Quadratmeter entfallende Gesamtenergie.
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Abbildung 5: Die grofite Hohe, die die Sonne zu Sommeranfang am Nordpol erreicht, ist
gleich der Schiefe der Ekliptik.

Als geographische Breite wihlen wir ¢ = 51°. Fiir cosv = +1, wobei das obere Vorzei-
chen fiir den Sommeranfang gilt, erhalten wir aus (6)

E =25 |+sine-sinp -1, +

h
o COSP" cos?e —sin?e - tan?p | . (7)
7r

Dabei ist bei Verwendung des oberen Vorzeichens 7, = 8,16 h und bei Verwendung des

unteren 7, = 3,84h einzusetzen (sieche Abschn. 2). Das Resultat ist fiir den Sommer-
anfang Fg = 12,03 kzl\%h und fir den Winteranfang Fyw = 1,84 l?n)\%h, so daB also in
unserer geographischen Breite zu Sommeranfang im Vergleich zum Winteranfang etwa
der 6,5-fache Energiebetrag im Laufe eines Tages auf den Quadratmeter kommt (siehe
auch Abb. 7).

Ein Ort in der Polarregion (¢ > 90° — ¢) erhélt an einem Tag n, an dem die Sonne

nicht untergeht (7, = 12h) pro Quadratmeter die Gesamtenergie
E=S5-24h-sine-singp-cosv. (8)

Fiir den nordlichen Polarkreis (¢ = 90° — ¢) ist der einzige derartige Tag der des Som-
meranfangs (n = 0), so dafl wir aus (8)

kWh
Epgs = 51-12h-sin2e = 12,02 %
m

erhalten. Instruktiv und wohl auch iiberraschend ist der Vergleich dieses Ergebnisses mit
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Abbildung 6: Die Ausleuchtung der Flache F5 durch ein Lichtbiindel vom Querschnitt
.

den Verhéltnissen am Erdédquator. Mit n = 0 und ¢ = 0 folgt aus (7) unmittelbar

24h kWh
EA,S—SI'T'COS*”T—‘Q:GF- 9)
Wegen der langeren Sonnenscheindauer erhélt zu Sommeranfang eine Flache von einem
Quadratmeter am noérdlichen Polarkreis genau so viel Energie wie in unserer geogra-
phischen Breite und etwa 1,25mal so viel wie am Aquator! Natiirlich miissen wir hier
betonen, dafi unsere Betrachtungen nur die geometrischen Verhéltnisse zu erfassen ge-
statten und nicht die klimatischen und meteorologischen.

SchlieBlich betrachten wir noch die jahreszeitlichen Anderungen am Aquator. Mit
sin ¢ = 0 verschwindet der von der Tageslénge abhéngige erste Summand in (6), und es
gilt das Resultat (9) nicht nur fiir den Sommer-, sondern auch fiir den Winteranfang. Das
ist im Laufe des Jahres auch der niedrigste Wert, da £ nur noch von der Sonnenhdhe
abhangt. Diese ist zu Frithlings- und Herbstanfang maximal, und mit cos v = 0 erhalten
wir aus (6)

Eyp=5-—.
AF 1 .

Bei niedrigstem Sonnenstand am Aquator (zu Sommer- und Winteranfang) entféllt also
auf den Quadratmeter die Energie

Egg=Exp-cose ~0,92E;p,

das sind noch 92% des Maximalwertes.

4 Burgerliche und astronomische Dammerung

Bekanntlich bezeichnet man als biirgerliche Dédmmerung die Zeit nach Sonnenuntergang
oder vor Sonnenaufgang, wiahrend der man noch (schon) lesen und andere Arbeiten
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Abbildung 7: Die Grofle der schraffierten Fléchen ist ein Maf} fiir die zu Winter- bzw.
Sommeranfang auf einen Quadratmeter der Erdoberflache entfallende Ge-
samtenergie.

verrichten kann, ohne kiinstliches Licht verwenden zu miissen. Um dies quantitativ zu
fassen, spricht man von biirgerlicher Ddmmerung solange, bis die Sonne 6° unter den
Horizont gesunken ist. (Wir werden nachfolgend nur die Abenddédmmerung diskutieren.)
Die astronomische Dadmmerung bezeichnet die Zeit von Sonnenuntergang bis zu einer
Sonnenhohe A = —18°.
Die seit Mittag eines bestimmten Tages vergangene Zeit, bei der die Sonne eine be-
stimmte Hohe h hat, ergibt sich direkt aus der Sonnenscheinformel (I1.19) zu

2nT sinh —siny - sine - cosv

cos = )
24h  cosyg -1 —sin?e-cos?v

(10)

Fiir h = 0 ist dies die uns schon bekannte Sonnenuntergangsformel (1). Zu Beginn der
vier Jahreszeiten vereinfacht sich (10) wie folgt:

Friihlings- und Herbstanfang:

27T sin h
COoS —— =
24h  cosp’

(11)
Sommer- und Winteranfang:

2T sinh Fsingp-sine

ot~ COS (- COS € (12)
wobei das obere Vorzeichen fiir den Sommeranfang gilt.

Wir berechnen damit die Da&mmerungsdauern an diesen Tagen fiir die geographische
Breite ¢ = 51° (Abb. 8) und beginnen mit der astronomischen Dammerung (AD).
Fiirden Friihlings- und Herbstanfang erhalten wir 7op = 7,96 h, so daf§ die Sonne um
19h 57,6 m eine Hohe von —18° erreicht. Da an beiden Tagen die Sonne um 18h 00 m
untergeht, betrdgt die Dauer der astronomischen Ddmmerung A7ap = 01 h 57,6 m. Ent-
sprechend resultiert fiir den Winteranfang eine Dammerungsdauer A7ap = 02h 09m,

und fiir den Sommeranfang erhalten wir die unerfillbare Bedingung cos % = —1,0723.

10



Abbildung 8: Die Sonnenhthe im Tageslauf fiir die geographische Breite ¢ = 51°. Von
oben nach unten: Sommeranfang, Frithlings- und Herbstanfang, Winter-
anfang. Der grau unterlegte Streifen bezeichnet die Sonnenhéhen —6° und
—18°.

Zu Sommeranfang wird es also in unserer geographischen Breite im astronomischen Sinne
nicht vollig dunkel.

Fiir die biirgerliche Dédmmerung (BD) lauten die Resultate fiir den Friihlings- und
Herbstanfang Amgp = 38,4 m, fiir den Winteranfang Argp = 46,2m und fiir den Som-
meranfang Amgp = 54m. Es wird also zu Frithlings- und Herbstanfang am schnellsten
dunkel, und zu Sommeranfang dauert die Ddmmerung am l&ngsten. Diese Tatsachen
drédngen sich der Erfahrung nicht so unmittelbar auf wie die im Laufe eines Jahres
unterschiedlichen Tageslangen. Wenn man aber bewufit darauf achtet, lassen sie sich
unschwer beobachten.

Wie die Verhéltnisse in besonderen geographischen Breiten, etwa am Aquator, am
noérdlichen Wendekreis, am nérdlichen Polarkreis und am Nordpol sind, mag der Leser
selbst priifen. Die Ergebnisse sind in Abb. 9 dargestellt.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer anderen interessanten Frage: In welcher geo-
graphischen Breite wird es, in nordlicher Richtung voranschreitend, erstmals auch im
biirgerlichen Sinne zu Sommeranfang nicht dunkel? Dann haben wir 7gp = 12h, und
(12) geht mit dem oberen Vorzeichen in cos  cose — sin g sine = —sin h iiber, was sich
in der Form

cos(p + ) = cos(90° + h)

schreiben 148t. Die gesuchte geographische Breite ist mit h = —6° also
©=90°4+h —e=060,5°.

Dies ist die geographische Breite von St. Petersburg, womit die dortigen beriithmten
,weiflen Nachte“ auch durch unsere Sonnenscheinformel beschrieben sind.
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Abbildung 9: Die einzelnen Teilabbildungen entsprechen Abb. 8, jedoch fiir unter-

schiedliche geographische Breiten. Am Aquator fallen die Graphen fiir
Sommer- und Winteranfang zusammen, und am Nordpol liegt der Graph
fur Frihlings- und Herbstanfang auf der Abszisse.
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